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Progresii

Progresiile sunt siruri definite printr-o relatie de recurentd, adicd o relatie care permite
calcularea fiecarui termen al sirului in functie de termenii anteriori.

Se numeste sir de numere reale o functie f: N* — R.

Pentru fiecare n € N* notam f(n) = a, si a4,a,, ..., Ay, ... S€ numesc termenii sirului.Sirul
astfel definit se noteaza (a,),»1 sau (a,)pen--

1. Progresii aritmetice

e Un sir (a,),»1 este progresie aritmetica daca exista un numar real r astfel incat pentru
orice
n=1a,4=a,+r
Numadrul r se numeste ratia progresiei.
Rezulta ca numerele x4, x5, ...., X5, ... sunt In progresie aritmetica daca

Xop —=Xp = X3 —Xp =" =X~ Xp-1

e Avem succesiv:
a, = aq + T,

a; =a, +r=aq +2r;
a,=az+r=aq +3r

si, prin inductie,

la, =a, +r(n—1D)|

e (aracterizarea progresiei aritmetice este datd de urmatoarea teorema:
Sirul (a,),»1 este progresie aritmetica daca si numai daca pentru orice

An+1tan—1

n=2a,= >

e Suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice este:

n(aq+ay,)
2 o

Sp =

care se mai poate scrie, inlocuind

an = a1 +r(n - 1);
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_nQa; +r(n—1))
ne 2

Observatii:

1) Pentru a arata ca un sir este progresie aritmetica fie aratam ca diferenta oricdror 2 termeni

consecutivi este constantd, fie ca pentru orice
(pt1 + an_g

n=2a,= >
2) Daca cunoastem S,,, atunci pentru n = 1 rezulta
S1 = ayg,
iar pentru n > 2 rezulta
an = Sp — Sn-1-
Aplicatii
1) Sa se calculeze al zecelea termen al sirului 1,7,13, 19, ....
Avem7 —1 =13 -7 =19 — 13 = 6, deci sirul este o progresie aritmetica cu ratia
r=6sia, =1.
Rezulta
a9 = a; +9r =55
2) Se considera progresia aritmetica (a,),s; in care a; = 5 si ag = 11. Sa se calculeze aq.
Din az = a; + 2r si ag = a4 + 57 obtinem prin scddere membru cu membru:
ae — az = 3r, deci
3r=11-5sir = 2.
Rezulta

ag=ag+r=a;,+2r=a5+3r=11+6 =17.

3) Se considera progresia aritmetica (a,),s1 in care a; = 1 si ag = 13. Sa se calculeze a,g;5-
Cum as = a4 + 4r, rezultd
4r =125ir = 3.
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Avem
Ayo12 = a4 +2011r =1+ 2011-1 = 6034.

4) Sa se determine numarul x € R, stiind ca sirul 1, 2x + 1,9, 13, ... este progresie aritmetica.
In progresia aritmetica

ai,05,03, A4,y Ay — Qg = Ay — A3 =T

Rezulta

2x+1—-—1=13 -9, deci

2x =4six = 2.

5) Calculati suma primilor 10 termeni ai unei progresii aritmetice in care a; = 2 si a, = 4.

Avem

_ 10(a1+a10)
SlO - 2 .

Cuma, = 2 sia, = 4, rezulta
r=a,—a; =24l

Ao =a4 +9r =2+ 18 = 20.
Rezulta

Si0 = 110.

6) Sa se determine numarul real x, stiind ca numerele x + 1,2x — 3 si x — 3 sunt termenii
consecutivi ai unei progresii aritmetice.

Daca a4, a,, a; sunt termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice, atunci

a1+a3
2
Avemdeci 2x — 3 =

a2=

X+1+x-3
—— — deunde

4x — 6 = 2x — 251 2x = 4, adica x = 2.
7) Sa se calculeze sumaS =1+5+9 + -+ +2013.

Suma ceruta reprezintd suma termenilor unei progresii aritmetice cu
a; =1,a, =2013sir = 4.
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Trebuie sa stabilim numarul termenilor.
Avem a, = a; + r(n — 1), de unde
2013 =14+4(n—1)si

n—1= ZT, deci

n = 504.

Rezulta
P n(a; +a,) 504(1+2013)

= 252-2014.
2 2

8) Sa se determine numarul natural n din egalitatea 1 + 549 + --- + n = 231.

Egalitatea data reprezintd suma unei progresii aritmetice cu a; = 1,7 =4 si k termeni, cu
n=a,=1+4(k —1),adican = 4k — 3.

k(a;+ap) _

Avem — = 231.

Rezultd k(1 + 4k — 3) = 462, de unde
k(4k —2) = 462 sau

k(2k — 1) = 231, adici

2k? —k — 231 = 0 cu solutiile

1+V1849
ki, = .

4

1+43

Rezulta k;, = 0

Cum k > 0, convine k = 11 si deci
n=4k—3=41.

9) Fie sirul (a,)ps1 §i Sy, = a; +a, + -+ + a,,n € N*. Aritati ci dacd S,, = 2n? — n, oricare
ar fin € N*, sirul este o progresie aritmetica.

Avem
Spor=a;+a,+ +a,_4=2n—1)>—-(n—1),n=2sicum
a, =S, —S,_1, adica
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a, =2n*—n—-2n%?+4n -2 +n— 1deci
a, =4n—3sia,, =4n+ 1.

Rezultd a,,,, — a,, = 4 pentru orice n = 2.
Pentrun=1,a;, =5, =1,a, =5,a, —a; =4,
deci sirul este progresie aritmetica cu r = 4.

10) Se considera multimea M = {0,4,8,12,16,20,24}. Sa se determine numarul tripletelor
(a, b, c) cu proprietatea a,b,c € M,a < b < c, si a, b, c sunt in progresie aritmetica.

Ratia unui tiplet a < b < c este evident multiplu de 4, deci poate fi 4, 8 sau 12.
Pentru r = 4 obtinem (0, 4, 8); (4,8,12); (8,12,16); (12,16,20); (16,20, 24).
Pentru r = 8 obtinem (0, 8,16); (4,12,20); (8,16, 24).

Pentru r = 12 obtinem (0,12, 24).

Avem in total 9 triplete.

Propunem spre rezolvare:

1) Se considera progresia aritmeticd (a,),s; in care a; + a, = 8. Sa se determine a4, stiind ca
ratia progresiei este 2.

2) Se considera progresia aritmetica (a,),s; in care a; = 7 si a; = 37. Sa se calculeze suma
primilor 15 termeni ai progresiei.

3) Sa se calculeze suma S =1+ 11+ 21+ 31 +---+ 111.

4) Sa se determine x € R, stiind ca numerele x — 1, x + 2,2x — 1 sunt termeni consecutivi ai
unei progresii aritmetice.

5) Se considerd progresia aritmetica (a,),>; cu ratia 3. Stiind ca suma primilor 10 termeni ai
progresiei este 150, sa se afle a;.

6) Fie sirul (a,)n>1 $i S, = a; + a, + -+ + a,. Stiind ca pentru orice n € N* are loc egalitatea
S, = n? + n, si se arate ci sirul (a,),>; este o progresie aritmetica.
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