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Ecuaµii

(iraµionale, exponenµiale, logaritmice)

Autor: Ion Cicu
Abstract: Materialul î³i propune o abordare strict la nivelul cerinµelor necesare rezolv rii problemelor

care apar în subiectul I al examenului de bacalaureat, M2.
Pe parcursul materialului, comentariile autorului vor � scrise cu culoare albastr , iar aspectele teo-

retice esenµiale cu ro³u.

Ecuaµii iraµionale

Sunt ecuaµii în care necunoscuta apare sub radical.
Iat  câteva exemple luate din variantele propuse de Centrului Naµional pentru Curriculum ³i Evaluare

în Înv µ mântul Preuniversitar pentru bacalaureatul din 2009:
√

x− 5 = 2
√

x + 1 = 5− x√
x2 − 4 +

√
x− 2 = 0

3
√

x3 + x2 − x− 2 = x

În abordarea rezolv rii unei astfel de probleme distingem dou  situaµii:
1. Indicele sau ordinul radicalului este 2 sau oricare alt num r par

În aceast  situaµie, rezolvarea începe prin impunerea unor condiµii.
Pe de o parte sunt condiµii de existenµ  a radicalilor de ordin par, pe de alt  parte sunt condiµiile de

compatibilitate (a avea sau nu soluµii) a ecuaµiei

Un radical de ordin par exist  (are sens, este de�nit) numai atunci când cantitatea a�at  sub radical
este mai mare sau egal  cu 0.

2k
√

f(x) are sens dac  f(x) ≥ 0.

Valoarea unui radical de ordin par este totdeauna un num r mai mare sau egal cu 0.

Oricare ar � num rul a ≥ 0, num rul 2k
√

a ≥ 0.

2. Indicele sau ordinul radicalului este 3 sau oricare alt num r impar

În aceast  situaµie lucrurile sunt mult mai simple; nu avem nevoie de nicio condiµie.

Dup  impunerea condiµiilor, a�area soluµiilor (rezolvarea ecuaµiei) se face, în cele mai multe cazuri,
prin ridicarea ecuaµiei, membru cu membru, la o putere care s  permit  eliminarea radicalului.

Ridicând un radical la o putere egal  cu indicele acestuia, radicalul dispare.(
n
√

A
)n

= A
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S  rezolv m împreun  exemplele de mai sus.
Ex.1 S  se rezolve în mulµimea numerelor reale ecuaµia

√
x− 5 = 2.

Soluµie: Ecuaµia conµine un radical de ordin 2 (ordinul 2 nu se mai scrie), a³adar trebuie impus 
condiµia de existenµ  a radicalului.

Avem condiµia de existenµ 
x− 5 ≥ 0

care conduce la
x ≥ 5

sau
x ∈ [5,∞)

Nu avem condiµii de compatibilitate deoarece radicalul este egal cu 2, care este clar un num r pozitiv
Trecem la rezolvarea propriu-zis .
Ridic m ecuaµia la puterea a doua ³i avem(√

x− 5
)2

= 22

de unde
x− 5 = 4

sau
x = 9

Ne asigur m c  9 se a�  în intervalul [5,∞).
Soluµia ecuaµiei este 9.

Ex.2 S  se rezolve în mulµimea numerelor reale ecuaµia
√

x + 1 = 5− x.
Soluµie: Condiµia de existenµ  a radicalului este

x + 1 ≥ 0

care conduce la
x ≥ −1

sau
x ∈ [−1,∞) (1)

De aceast  dat  radicalul este egal cu o expresie (5 − x) despre care nu avem certitudinea c  este
mai mare sau egal  cu 0. Din acest motiv trebuie impus  condiµiia ca aceast  expresie s  �e mai mare sau
egal  cu 0. Aceasta este condiµiia de compatibilitate (a avea soluµie).

Avem, a³adar, condiµia de compatibilitate

5− x ≥ 0

de unde
−x ≥ −5

Pentru a elimina semnul ” − ” din faµa lui x ultima inegalitate trebuie înmulµit  cu −1. În acest fel se
schimb  sensul inegalit µii.

Înmulµind cu −1 obµinem
x ≤ 5

sau
x ∈ (−∞, 5] (2)
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Condiµiile de existenµ  ³i compatibilitate trebuie veri�cate simultan, de aceea trebuie intersectate cele
dou  intervale. Dac  nu le intersect m va trebui, la sfâr³it, s  vedem care dintre soluµii veri�c  ambele
condiµii.

Din (1) ³i (2) avem
x ∈ [−1,∞) ∩ (−∞, 5] = [−1, 5]

Trecem la rezolvarea propriu-zis .
Ridic m ecuaµia la puterea a doua ³i avem(√

x + 1
)2

= (5− x)2

sau
x + 1 = 25− 10x + x2

Ecuaµia obµinut  se aduce la o ecuaµie de gradul al doilea prin trecerea termenilor într-un singur
membru ³i efectuarea calculelor

Din ecuaµia de mai sus obµinem
x2 − 11x + 24 = 0

cu soluµiile x1 = 3 ³i x2 = 8. (Soluµiile au fost obµinute cu formula x1,2 =
−b±

√
∆

2a
, în care a = 1, b =

−11, c = 24 ³i ∆ = b2 − 4ac.)
Stabilim care dintre cele dou  numere, 3 ³i 8, se a�  în intervalul [−1, 5]
Cum numai 3 se a�  în intervalul [−1, 5] numai acesta este soluµie a ecuaµiei iniµiale.

Ex.3 S  se rezolve în mulµimea numerelor reale ecuaµia
√

x2 − 4 +
√

x− 2 = 0.
Soluµie: Condiµiile de existenµ  a radicalilor sunt:

x2 − 4 ≥ 0 ³i x− 2 ≥ 0

Prima inecuaµie se rezolv  cu semnul funcµiei de gradul al doilea. Din x2−4 = 0 obµinem x1 = 2 ³i x2 =

−2. Tabelul de semn este
x −∞ -2 2 ∞

x2 − 4 + + + + + + 0 - - - - 0 + + + +
, de unde x ∈ (−∞,−2] ∪ [2,∞)

Prima inecuaµie are soluµia x ∈ (−∞,−2] ∪ [2,∞), iar a doua x ∈ [2,∞).
Soluµia comun  celor dou  inecuaµii este x ∈ [2,∞).
Trecem la rezolvarea propriu-zis . Rezolvarea acestei ecuaµii o vom face altfel decât prin ridicare la

puterea a doua.
Cei doi termeni din membrul drept sunt numere nenegative (mai mari sau egale cu 0). Suma lor ar

trebui s  �e 0. Acest lucru este posibil numai dac  �ecare dintre cei doi termeni este 0.
Avem a³adar, x2 − 4 = 0 ³i x− 2 = 0, de unde obµinem x = 2.
Soluµia ecuaµiei este 2.

Ex.4 S  se rezolve în mulµimea numerelor reale ecuaµia 3
√

x3 + x2 − x− 2 = x.
Soluµie: Dintre toate exemplele de pân  acum acestea este cel mai cumsecade. O astfel de ecuaµie nu

presupune niciun fel de condiµie (avem radical de ordin impar); intr m direct în rezolvare ridicând ecuaµia
la puterea a treia.

Prin ridicare la puterea a treia avem(
3
√

x3 + x2 − x− 2
)3

= x3

de unde
x3 + x2 − x− 2 = x3

sau
x2 − x− 2 = 0

Aceast  ultim  ecuaµie are soluµiile x1 = 2 ³i x2 = −1 (vezi Ex.2).
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Ecuaµii exponenµiale

Sunt ecuaµii în care necunoscuta apare ca exponent al unei puteri.
Iat  câteva exemple luate din variantele propuse de Centrului Naµional pentru Curriculum ³i Evaluare

în Înv µ mântul Preuniversitar pentru bacalaureatul din 2009:

32x−1 = 35−x

22x2+3x−2 = 8

2x + 2x+3 = 36

2x − 14 · 2−x = −5

32x + 2 · 3x − 3 = 0

Rezolvarea unei astfel de ecuaµii se bazeaz , în primul rând, pe proprietatea de bijectivitate a funcµiei
exponenµiale.

ax = ay dac  ³i numai dac  x = y

Atenµie! Proprietatea de mai sus nu se aplic  de �ecare dat  în mod direct. Pân  ajungem la acest
pas mai avem de f cut ³i alte calcule. De aceea este util s  cunoa³tem câteva propriet µi ale puterilor.

Dac  a > 0 ³i a 6= 1, iar x ³i y sunt numere reale atunci:
1. ax este totdeauna un num r pozitiv.

ax > 0

2. Exponentul 0

a0 = 1, pentru orice num r a diferit de 0

3. Exponentul negativ "mut " puterea la numitor.

a−x =
1
ax

4. Înmulµirea puterilor cu aceea³i baz .

ax · ay = ax+y

5. Împ rµirea puterilor cu aceea³i baz .

ax : ay = ax−y

6. Ridicarea la putere a unei puteri.

(ax)y = ax·y

7. Înmulµirea puterilor cu acela³i exponent.

ax · bx = (a · b)x, b > 0, b 6= 1
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8. Împ rµirea puterilor cu acela³i exponent.

ax : bx = (a : b)x, b > 0, b 6= 1 sau
ax

bx
=
(a

b

)x

Revenim ³i rezolv m împreun  câteva exemple.
Ex.1 S  se determine soluµiile reale ale ecuaµiei 32x−1 = 35−x.
Soluµie: În acest caz, aplicarea propriet µii de bijectivitate este imediat .
Din 32x−1 = 35−x obµinem 2x− 1 = 5− x, o ecuaµie de gradul întâi, care se rezolv  f r  di�cultate.
Obµinem 3x = 6, de unde x = 2. A³adar, soluµia ecuaµiei este 2.

Ex.2 S  se determine soluµiile reale ale ecuaµiei 22x2+3x−2 = 8.
Soluµie: �i aici soluµia este imediat , dac  "ne prindem" c  8 = 23.
Ecuaµia se scrie

22x2+3x−2 = 23

de unde
2x2 + 3x− 2 = 3

sau
2x2 + 3x− 5 = 0

Soluµiile ultimei ecuaµii sunt x1 = 1 ³i x2 = −5
2
.

Soluµiile au fost obµinute cu formula x1,2 =
−b±

√
∆

2a
, în care a = 2, b = 3, c = −5 ³i ∆ = b2 − 4ac.

Ex.3 S  se determine soluµiile reale ale ecuaµiei 2x + 2x+3 = 36.
Soluµie: De aceast  dat  nu mai putem folosi direct bijectivitatea pentru c  nu avem o egalitate

între dou  exponenµiale. Dar, propriet µile puterilor scrise mai sus ne permit s  obµinem în toat  ecuaµia
aceea³i exponenµial  (acum avem dou  exponenµiale: 2x ³i 2x+3).

Vom scrie 2x+3 = 2x · 23 (vezi proprietatea 4) sau 2x+3 = 8 · 2x

Cu cele de mai sus ecuaµia se scrie
2x + 8 · 2x = 36

În continuare putem alege dou  variante de a continua:
1. Not m 2x = y > 0 (mai mare ca 0 din proprietatea 1) ³i ecuaµia devine y + 8y = 36
2. Scoatem factor comun pe 2x ³i ecuaµia devine 2x(1 + 8) = 36
Alegem varianta 2 ³i avem

2x · 9 = 36

de unde
2x = 4

Am obµinut o situaµie ca cea din Ex2. Vom scrie 4 = 22

De aici
2x = 22

³i atunci
x = 2

Soluµia ecuaµiei este 2.

Ex.4 S  se determine soluµiile reale ale ecuaµiei 2x − 14 · 2−x = −5.

Soluµie: �i de aceast  dat  avem dou  exponenµiale (2x ³i 2−x), dar 2−x =
1
2x

(Vezi proprietatea 3)

Ecuaµia se scrie

2x − 14 · 1
2x

= −5
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Not m 2x = y > 0 (factorul comun nu ne mai ajut ) ³i ecuaµia devine

y − 14 · 1
y

= −5

Aducând la acela³i numitor ³i trecând toµi termenii în membrul stâng avem

y2 + 5y − 14 = 0

cu soluµiile y1 = −7 ³i y2 = 2.
Revenim la notaµie ³i obµinem

2x = 2

de unde x = 1 (nu am folosit soluµia y1 = −7 deoarece am impus condiµia y > 0)
A³adar, ecuaµia iniµial  are soluµia 1.

Ex.5 S  se determine soluµiile reale ale ecuaµiei 32x + 2 · 3x − 3 = 0.
Soluµie:Putem scrie, în baza propriet µii 6, 32x = (3x)2

Cu cele de mai sus ecuaµia se scrie

(3x)2 + 2 · 3x − 3 = 0

Notând 3x = y > 0 avem
y2 + 2y − 3 = 0

cu soluµiile y1 = 1 ³i y2 = −3.
Revenim la notaµie ³i obµinem

3x = 1

de unde x = 0 (nu am folosit soluµia y2 = −3 deoarece am impus condiµia y > 0)
A³adar, soluµia ecuaµiei iniµiale este 0.

*
* *

Ecuaµii logaritmice

Sunt ecuaµii în care necunoscuta apare ca argument sau ca baz  a unui logaritm.
Iat  câteva exemple luate din variantele propuse de Centrului Naµional pentru Curriculum ³i Evaluare

în Înv µ mântul Preuniversitar pentru bacalaureatul din 2009:

log3(x2 − 2x) = log3(2x− 3)

log5(2x + 3) = 2

lg(x + 4) + lg(2x + 3) = lg(1− 2x)

Înainte de orice s  l murim ce înseamn  "logaritm în baza a din N", scris loga N .
De�niµie Dac  a > 0 ³i a 6= 1, iar N > 0, atunci prin loga N înµelegem num rul real x cu proprietatea

ax = N

loga N = x dac  ³i numai dac  ax = N

Observaµie: Dac  baza logaritmului este 10, în loc de log10 N vom scrie lg N (citim "logaritm zecimal"),
iar în loc de loge N vom scrie ln N (citim "logaritm natural")

Având în vedere de�niµia logaritmului este evident c  pentru cantitatea de sub logaritm (N) trebuie
impus  o condiµie de existenµ  (s  �e mai mare decât 0).
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Rezolvarea acestor ecuaµii se bazeaz , ca ³i în cazul ecuaµiilor exponenµiale, pe bijectivitatea funcµiei
logaritmice.

loga x = loga y dac  ³i numai dac  x = y

Ca ³i în cazul ecuaµiilor exponenµiale, nu totdeauna proprietatea de bijectivitate se aplic  direct. De
aceea este necesar s  cunoa³tem câteva propriet µi ale logaritmilor.

Dac  a > 0 ³i a 6= 1, iar A > 0 ³i B > 0, atunci:
1. Logaritm în orice baz  din 1 este 0.

loga 1 = 0

2. Logaritmul bazei este 1.

loga a = 1

3. Orice num r real se poate scrie ca un logaritm.

x = loga ax

4. Suma a doi logaritmi este logaritmul produsului.

loga A + loga B = loga A ·B

5. Diferenµa a doi logaritmi este logaritmul câtului.

loga A− loga B = loga

A

B

6. Logaritmul unei puteri.

loga An = n · loga A

7. Logaritmul unui radical.

loga
n
√

A =
1
n
· loga A

8. Schimbarea bazei unui logaritm.

loga A =
logb A

logb a

Revenim ³i rezolv m împreun  câteva exemple.
Ex.1 S  se determine soluµiile reale ale ecuaµiei log3(x2 − 2x) = log3(2x− 3).
Soluµie: De�niµia logaritmului ne oblig  s  impunem condiµii de existenµ  a logaritmilor.
Avem urm toarele condiµii de existenµ :

x2 − 2x > 0 ³i 2x− 3 > 0

Prima inecuaµie are soluµia x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,∞), iar cea de a doua x ∈
(

3
2
,∞
)
.

Prima inecuaµie s-a rezolvat cu semnul funcµiei de gradul al doilea.

Tabelul de semn este
x −∞ 0 2 ∞

x2 − 2x + + + + + 0 - - - - - 0 + + + +
Intersecµia celor dou  soluµii conduce la x ∈ (2,∞).
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Rezolvarea propriu-zis  se bazeaz  pe bijectivitatea funcµiei logaritmice.
Din

log3(x2 − 2x) = log3(2x− 3)

obµinem
x2 − 2x = 2x− 3

Trecând toµi termenii în membrul stâng ³i reducând termenii asemenea se obµine ecuaµia

x2 − 4x + 3 = 0

cu soluµiile x1 = 1 ³i x2 = 3.
Având în vedere condiµiile impuse, soluµia ecuaµiei este 3.

Ex.2 S  se determine soluµiile reale ale ecuaµiei log5(2x + 3) = 2.

Soluµie: Avem condiµia de existenµ  a logaritmului 2x + 3 > 0 cu soluµia x ∈
(
−3

2
,∞
)
.

De aceast  dat  nu putem aplica direct bijectivitatea. Dar, în baza propriet µii 3 putem scrie 2 =
log5 52 sau 2 = log5 25.

Cu cele de mai sus putem scrie
log5(2x + 3) = log5 25

³i atunci
2x + 3 = 25

de unde x = 11 care îndepline³te condiµia de existenµ  (11 ∈
(
−3

2
,∞
)
). A³adara, soluµia ecuaµiei este 11.

Ex.3 S  se determine soluµiile reale ale ecuaµiei lg(x + 4) + lg(2x + 3) = lg(1− 2x).
Soluµie: Condiµiile de existenµ  a logaritmilor sunt: x+4 > 0, 2x+3 > 0 ³i 1−2x > 0. Soluµiile celor

trei inecuaµii sunt x ∈ (−4,∞), x ∈
(
−3

2
,∞
)
, respectiv x ∈

(
−∞,

1
2

)
. Intersecµia celor trei intervale

conduce la x ∈
(
−3

2
,
1
2

)
.

Pentru a putea aplica bijectivitatea funcµiei logaritmice este necesar ca în membrul stâng s  avem
un singur logaritm. Acest lucru se poate realiza folosind proprietatea 4. Avem lg(x + 4) + lg(2x + 3) =
lg(x + 4)(2x + 3)

Cu cele de mai sus, ecuaµia se scrie

lg(x + 4)(2x + 3) = lg(1− 2x)

³i cu bijectivitatea funcµiei logaritmice avem

(x + 4)(2x + 3) = 1− 2x

De aici obµinem
2x2 + 3x + 8x + 12 = 1− 2x

sau
2x2 + 13x + 11 = 0

cu soluµiile x1 = −1 ³i x2 = −11
2
.

Având în vedere condiµia impus  rezult  c  soluµia ecuaµiei este −1.

(−1 ∈
(
−3

2
,
1
2

)
³i −11

2
/∈
(
−3

2
,
1
2

)
)
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Atenµie! La subictul 1 pot s  apar  ³i alt gen de probleme cu logaritmi. Prezent m mai jos un
exemplu.

S  se calculeze log3 5 + log3 6− log3 10.

Avem log3 5 + log3 6 − log3 10 = log3 5 · 6 − log3 10 (proprietatea 4)= log3 30 − log3 10 = log3

30
10

(proprietatea 5)= log3 3 = 1(proprietatea 2)

Încercaµi acum s  rezolvaµi:
1.
√

x2 − x− 2 = 2
2.
√

2x + 3 = x

3. 2
√

x−1 = 4

4. 125x =
1
5

5. 2x+3 − 2x = 28
6. 4x − 3 · 2x + 2 = 0
7. log2(x− 3) = 0
8. log3(x2 − 4x + 4) = 2
9. log2(x + 2)− log2(x + 1) = 1

10. Calculaµi log2 3− log2

3
2
.

11. S  se arate c  num rul
(

3
√

2
)log2 8

este natural.


