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Rolul derivatei intii in studiul functiilor

Aplicatii

1) Se considera f:(0,0) = R, f(x) = Inx.

Vx
a) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f .
b) Sa se demonstreze ca 3V5 < 5V3,

e a) Calculam f'(x) si apoi solutiile ecuatiei f'(x,) = 0. Avem

) x—ilnx -1
fra) = —2E— = 22

x T oo2xx !

f'(x) =0, rezulti 2 —Inx = 0, adici Inx = 2 5i x = e2.
Tabelul de variatie al functiei este:

X 0 e
f'(x) + 4+ 0 - - -

feo | =M —

Functia data este strict crescétoare pe (0, e?] si strict descrescatoare pe [e?, o). Punctul
x, = e? este punct de maxim.

e D) Inegalitatea ceruta este echivalenta cu In 35 <In5¥3 <=> /5 1In3 <3 In5

<=> lnT: < mTSs <=> f(3) < f(5) adevirat deoarece 3 < 5 < e? si pe intervalul

(0, e?] functia este strict crescatoare.

2) Se considera functia f: R — {—1} > R, f(x) = =

x+1

a) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei.
b) Sa se demonstreze ca f(x) < —4 pentru orice x < —1.
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x2+2x .
(x+1)2

2x(x+1)—x2 _ 2x%+2x—x2
(x+1)2 (x+1)2

e a)Avem f'(x) =

,adica f'(x) =

f'(x) =0 => x? + 2x = 0 cu solutiile x= —2 si x = 0. Tabelul de variatie al functiei

este:
X — -2 -1 0 +00
f'(x) + + + 0 - - - - — = 0+ + +

f(x) o / M\ o oo\ m /V oo

Pe fiecare dintre intervalele (—oo, —2]si [0, 0), f'(x) > 0, deci functia este strict
crescatoare. Pe [—2,—1], si (—1,0), f'(x) < 0 deci functia este strict descrescatoare.

e b) Peintervalul (—oo, —1] punctul x, = —2 este punct de maxim, iar f(—2) = —4 este
maximul functiei pe acest interval, deci f(x) < —4 pentru orice x < —1.

3) Se considera f:(0,0) = R, f(x) = x — 2 Inx. Sa se demonstreze ca
2

fx) = ln%, vx € (0, o).

e Avemf'(x)=1 —§= xx;z,f’(x) =0=>x=2.

X 0 2 o)

] ——— 0+ ++

f)| T~ m —
Cum x, = 2 este punct de minim, rezultd f(x) = f(2),Vx € (0, ) si cum
f2Q)=2-2In2=1Ine?—-1n4= ln%, rezulta f(x) = ln%,‘v’x € (0, ).

4) Se considera functia f: (—1, ), f(x) = xe—:l Sa se demonstreze ca
f(x) = 1,vx € (—1, 0).

, _eX(x+1)—e* _ xe* . R _
e Avem f'(x) = ) = el sif'(x)=0=>x=0.
X -1 0 00
f’(x) - — = 0+ + +

fX)| T—m —
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Cum x, = 0 este punct de minim, rezulta f(x) = f(0) = 1 pentru Vx € (—1, ).

. : 1 g <
5) Se considera functia f: (0,0) = R, f(x) = % Sa se demonstreze ca x¢ < e* pentru

orice x > 0.

e Inegalitatea cerutd devine prin logaritmare e Inx < x Ine, sau, cum x > 0, obtinem

Inx Ine o ..
— =< Stabilim extremele functiei.

1
Zx-Inx  1-Inx

Avem f'(x) = &¥——= = sif'(x)=0=>x=ce.

X

X 0 e 00
] +++0 - — —

f@l M ——0
. Inx Ine

Cum x, = e este punct de maxim, rezulta f(x) < f(e),Vx > 0, deci — s <=>

x¢ < e”,

6) Se considerd f:R* = R, f(x) = e

x2’

a) Sa se demonstreze ca f este descrescatoare pe (0, 2].
b) Sa se arate ca 2eV3 < 3eV2.

x? eX—2xe*

e a)Avem f'(x) = = xex;f_z). Pentru x € (0, 2], f'(x) < 0, deci functia este

descrescatoare.

x4

. - eﬁ e‘E [ -
e D) Inegalitatea se poate scrie —- 2 adica f (V2) = f(v/3) adevirat deoarece

0 < V2 < /3 < 2 5i pe intervalul (0, 2] functia este descrescatoare.

7) Se considera functia f: (0,0) = R, f(x) = l:—: Sa se demonstreze ca 0 < f(x) < i
pentru orice x € [Ve, ).
2. x2-2x Inx x(1-2 Inx)

e Calculam f'(x) =% == sif'(x)=0=>1-2Inx=0=>

x4

Iny=12=>r=ec.

X 0 Ve oo
ol + ++0 - — —

fo| _——m —0
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Cum f'(x) < 0,x € (0, ) rezulta f descrescitoare si deci f(x) < f(Ve) = i
lim, e f(x) = limy_, 1;1_2x si, aplicand regula lui I’Hospital, rezulta

1

o 1
. L X _
lim, o f(x) = lim,_ Pyl lim, o 2 = 0

In concluzie, pentru x € [\/Z, 00) rezulta 0 < f(x) < i

x2+x+2

8) Se considera f:R — {1} > R, f(x) =
puncte de extrem.

T Sa se demonstreze ca functia admite doud

- ’ _ @x+1) (-1 - (2% +x+2) . o Ly _ x%-2x-3 . Ly .
e Calculam f'(x) = D)2 ,adica f'(x) = TR Ecuatia f'(x) = 0 =>
x? — 2x — 3 = 0 curadicinile x = —1 six = 3.
X — -1 3 o
] +++0—-— - -0+ + +

Din tabelul de variatie al functiei, x, = —1 este punct de minim si x, = 3 este punct de
maxim, deci funtia are exact 2 puncte de extrem.

9) Se considerd f: R = R, f(x) = (x? — 2x + 1)e*. Sa se determine numarul punctelor de
extrem ale functiei.

o Avem f'(x) = 2x—2)e* — (x2 = 2x + 1)e* = (x2 — De*, f'(x) =0 =>
x> —1=0six==+1.

X — 0 -1 1 0
ff) +++0—- - -0+ + +

f(x) /'M\m/'

Din tabelul de variatie al functiei, x, = —1 este punct de maxim, iar x, = 1 punct de
minim, deci functia are 2 puncte de extrem.
4
10) Se considera functia f: (0,0) = R, f(x) = x: —Inx.
a) Sa se determine punctele de extrem ale functiei.
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b) S se demonstreze ci Invx < le, Vx € (0, ).

3 4_ 2 2_
e Avem f'(x) =4%_§=xx1 _ (1)@

. Ecuatia f'(x) = 0 are radacinile +1, dar
x € (0, ), deci convine numai x = 1.
X 0 1 0o

Ff)| ——— 0+ ++
fX)| T—m —

Rezulta ca f are un unic punct de minim x, = 1 si avem f(x) = f(1) pentru orice
Looxt 1 o a . 9

x € (0,00), adicd - —Inx = 7,Vx € (0, ). Daci inlocuim x cu vx rezulta

x? 1 x%-1

T—ln\/fzz sau ln\/EST.

11) Se considera f:(0,00) - R, f(x) = x?Inx. Si se demonstreze ca f(x) > —% pentru
orice x > 0.

e Avem f'(x) = 2x Inx + x? &: x2Inx+1).f'(x) =0=>x=0 care nu convine

1
silnx = —% ,deundex = e zsaux = % Tabelul de variatie al functiei:
1
X 0 NG 0
Ff] - == 0 +++
f)' T~ m —

Rezulta x =\/i5 punct de minim, deci f(x) Zf(\/ig) pentru orice x € (0,00). Cum

1 1 L < 1
f(\/_E) =--lne 2 = —;,avemcaf(x) > —;,Vx € (0, 00).

12) Se considera functia f:R — R, f(x) = 2¥ — x In 2. Sa se determine punctele de extrem
ale functiei.
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Cum f'(x) =2*In2—-I2=2*-1)In2,f'(x)=0=> 2¥=1 si x=0. Avem
tabelul de variatie:

X — 00 0 0
ff| ———= 0 +++
f(x) ——m —

din care rezulta ca x, = 0 este punct de minim.

13)

Se considerd f:R* > R, f(x) = x3 + % Sa se determine intervalele de monotonie ale

functiei.

14)

! _ 2_ 2
Avem G) = —xiz, rezultd f'(x) = 3 (xz - xiz) =3- x;l = 3 i)z(x *1) ¢ radicinile
+1. Avem
X — -1 1 o
ffx) ++4+0—-— -0+ + +

Pe (—o,—1),f" > 0, deci f crescatoare, pe (—1,1), f’ <0, deci f descrescatoare, iar
pe (1,00), f" > 0, deci f crescatoare.

Ca nN* L. < . <
Se considera f:R —» R, f(x) = 3* — (5) . Sa se demonstreze ca functia este crescatoare

pe R.

15) Se considera f: R - R, f(x) =

Functia este este crescatoare pe R daca f'(x) > 0,Vx € R. Avem
X
F'(x) =3%In3 — (%) InZ.Cumin:=In1-In2 = —In2, rezulta

X
f'(x) =3*In3 + G) In2 > 0,Vx € R, deci f este crescatoare pe R.

xZ—x+1
ex

- o 1 .
. Sa se arate ca f(x) = - pentru orice x < 2.
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(2x-1e*—(x?—x+1)e* _ (—x2+3x—2)e*
e2x - e2x

e Calculam f'(x) =

—x? + 3x — 2 = 0 cu radacinile 1 si 2. Tabelul de variatie al functiei este:

si f'(x) = 0 pentru

X — 1 2 I0e)
ff) ——-—— 0 + + +0— — —

f(x) \m/M\

Pentru x <2 avem x, =1 punct de minim, deci f(x) = f(1),Vx < 2.Cum f(1) = 2,

e
rezultd f(x) = é,‘v’x <2.

16) Fie functia f: (0,0) — R, f(x) = 2+/x — In x. Si se arate ci 2v/x > 2 + Inx pentru orice

x> 0.
M) = 2. Lo Yxel e -
e Avemf'(x) =2 T curadacina x = 1.
X 0 1 o)
f)) ——-——- 0 +++

Rezultd x, = 1 punct de minim si deci f(x) = f(1). Cum f(1) = 2 => 2v/x —Inx = 2 sau
2Vx =2 +1Inx.

x2

17) Se considera functia f: (1,00) - R, f(x) = —- Sd se arate ca f(V2) = F(V/3).

2x(x—-1)—-x? _ x?-2x

e Avem f'(x) = 1 e ¢ radacinile x = 0 si x = 2. Tabelul de variatie al
functiei este:
X — 00 0 2 o0
F] +++0 - — -0+ + +

Pe intervalul [0,2],f" <0, deci functia este descrescitoare. Cum 0 < V2 < /3 < 2,
rezultd £(V2) = f(V3).
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18) Se considerd f:R = R, f(x) = X xS se arate ci f(32012) < £ (¥2013).

x%+x+1
, _x-D)(x%4x+1)—(x2—x+1)(2x+1) _ 2x3+x%4+x—-1-2x3+x2-x—1 _ 2(x%-1)
o Avemf (x) = (x2+x+1)2 - (x2+x+1)2 T (xZ4x+1)2
cu radacinile +1.
X — ®© -1 1 0
f'(x) +++ 0—- - -0+ + +
f| _— —y _—

Pe intervalul (1, o) functia este strict crescitoare. Cum 1 < /2012 < V2013, rezulta

f(¥2012) < f£(V2013)..

ex

x—1

19) Se considera f: (1,00) = R, f(x) = —. Si se arate ci f(x) = e? pentru orice x > 1.

e*(x—-1)—e* _ e*(x-

o Avemf(x) =it = (x_l)? si din f7(x) = 0 rezultd x = 2.
X 1 2 o)
o —=—— 0 +++
f@| T m _—"

Rezulta x, = 2, punct de minim, deci f(x) = f(2) pentru orice x > 1.
Cum f(2) = e?, avem f(x) = e?, vx > 1.

20) Se considera f:(0,00) = R, f(x) = x + 2 — 3Vx. Si se arate ci xT+2 > 3/x pentru orice

x > 0.
3
o Avemf'(x)=1-3- #_2 = % cu radacina x = 1 si tabelul de variatie
X X
X 0 1 00
f] === 0 +++

f)| T~ m —"

Rezulta x, = 1 este punct de minim si deci f(x) = f(1) pentru orice x > 0.
Cum £(1) = 0, avem f(x) = 0,Vx > 0, adicd x + 2 > BWsixT“ > Vx,Vx > 0.
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21) Se considerd f:R - R, f(x) = e* —x — 1.

a) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei.
b) Si se arate cd e2%12 — 1 > 1006 - 2012 (e — 1).

e a)Cum f'(x) = e* — 1 curadacina x = 0, avem tabelul de variatie:

X — 0 0
] —=—— 0+ ++
f)| T—m —

Pe intervalul (—,0),f’ <0, deci f descrescatoare, iar pe (0,00), f' >0, deci f
crescatoare.

e Db)Cumx, =0 este punct de minim, rezultd f(x) = f(0) = 0 pentru orice x € R si deci
e* —x—12>0, adici e* > x + 1 pentru orice x € R sau, pentru x =k, e* >k +1
pentru orice k € N. Dam lui k valori de la 0 la 2011 si insumam.

Obtinem:

2011 2011
Z ek > Z (k + 1)
k=0 k=0

Cum prima suma este suma unei progresii geometrice cu 2012 termeni, a; = 1siq = e,

rezulta

2012
e2012_1 _ 2012-2013
=

sau e?912 — 1 > 1006 - 2013(e — 1) deoarece e — 1 > 0.
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