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Rolul derivatei a doua in studiul functiilor

Reamintim:

1. Functia f:I = R este de doua ori derivabila in punctul x, € I daca este derivabila intr-o

vecinatate V a lui x, si functia f este derivabila in x,. In acest caz, derivata functiei f' se
numeste derivata de ordin doi (sau derivata a doua) a functiei in x, si se noteaza "' (x,).

Observatie: Daca f' este derivabila pe J < I, atunci functia este de doud ori derivabild pe

]
2. Fie functia f: I — R o functie derivabila pe I.

Functia f se numeste convexa pe I dacd tangenta in orice punct al graficului
functiei se afla sub grafic.

Functia f se numeste concava pe I dacd tangenta in orice punct al graficului

functiei se afla deasupra graficului.
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Functie convexa Functie concavi

Pentru studiul convexitatii si concavitdtii unei functii f:/ - R, de doud ori

derivabila pe I, se poate utiliza semnul derivatei a doua pe acest interval, folosind
urmatoarea teorema:

e Fie f:1 —» R o functie de doua ori derivabila pe /. Atunci:

1) functia f este convexa pe intervalul I daca si numai daca f''(x) = 0,Vx € [;

www. didactic.ro
-1-



&y, didactic.ro

A\

www. didactic.ro

2) functia f este concava pe intervalul I daca si numai daca f''(x) < 0,Vx € I.

Rezultd cd determinarea intervalelor de convexitate §i concavitate ale unei functii

de doua ori derivabile revine la stabilirea semnului derivatei a doua.

Aplicatii

1) Se considera f:(0,) = R, f(x) = x — 2 Inx. Sa se demonstreze ca functia este convexa pe
intervalul (0, o).

’ 1 1\’ 1 -« 2
. Avemf(x)zl—Z-;. Cum (;) =—;,rezultaf (x)=;>0,‘v’x€(0,00)

si deci f este convexa pe intervalul (0, ).
2) Se considera f: R = R, f(x) = e* + x2. Si se arate ca functia este convexa pe R.

e Cum f'(x) =e*+2x si f""(x) =e*+2>0,Vx €R, rezultd ca functia este

convexa pe R.

3) Se considera f:R — R, f(x) = x2°12 4+ 2012*. Si se demonstrezeca functia este convexa pe
R.
o Avem f'(x) = 2012x2°11 4 2012% - In 2012 si
f"(x) =2012-2011-x2°19 + 2012* - (In2012)2.
Cum x2010 > 0,vx € R,2012% > 0,Vx € R, rezultds f"(x)>O0,Vx€R si f

este convexa pe R.

4) Se considerd f:R - R, f(x) = x — eix Sa se arate ca functia este concava pe R.

ex

(e¥)?

(1Y w (1Y 1.
e Reamintim ca (—) = ——. Rezulta (—x) = - = —— sideci
u u e e

f'tx) =1 +eix,f”(x) = —eix < 0,Vx € R, de unde f este concavi pe R.
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5) Se considerd f:[0,0) = R, f(x) = 1+ +/x. Si se demonstreze ci functia este concavi pe
intervalul (0, ).

, 1 . L., 1 1 1 1 " .
) Avemf(x)=mslf (x)=—5-m-;=—m.Pentrux>0,f (x) < 0si

deci f este concava pe intervalul (0, ).

6) Se considera f:(0,00) > R,f(x) =x Inx.Sa se arate ca functia este convexd pe

intervalul (0, o).

e Avem f'(x) =lnx+x-%=lnx+1 si f"(x) =i. Cum x € (0,), rezulta

f"(x) > 0sideci f este convexa pe intervalul (0, ).
7) Se considera f: R = R, f(x) = 2* 4+ 3*. Sa se arate ca functia este convexa pe R.

e Cum(a*) =a*Ina,rezulta f'(x) =2*In2 +3*In3si
f"(x) =2*%(1n2)? +3*(In3)2 > 0,Vx € R, deci f este convexi pe R.

2
8) Se considera functia f: R — {0} > R, f(x) = xx—+1 Sa se stabileasca intervalele de convexitate

si concavitate ale functiei.

2x2—(x2+1) _ x%-1

x2 x2

e Derivand ca un cét, avem f'(x) = si

w2 2_ 3_ 3
f'"(x) = X if(x Do if +2x, adica f"(x) = x% Dacid x € (— =,0),
rezultd x3 < 0, f"'(x) < 0 si deci f concavi pe (—o,0). Dacd x € (0, =),
rezultd x3 > 0, f"'(x) > 0 si deci f convexi pe (0, o).

9) Fie f: R — {0} - R, f(x) = 2x3 — 3x? + 1. Si se determine intervalele de concavitate si
convexitate ale functiei.

o Avem f'(x) = 6x% — 6x5i f"(x) = 12x — 6,f"(x) = 0, rezultix =1 si

tabelul de semn pentru f'' este

x | -o

fr@| - - -

1
2
0

Pentru x € (—00, %] ,f""(x) <0, deci f concava pe (—00, %]
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Pentru x € [%, ), f"(x) = 0, deci f convexa pe [%, 00).

10) Fie f: R — {0} = R, f(x) = (x? + 1)e*. Si se determine intervalele de concavitate si
convexitate ale functiei.

e Avem, folosind regula de derivare a produsului:
fl(x) =2x-e*+ (x?2 + 1)e* = 2x + x? + 1)e* si
f"(x) = 2+ 2x)e* + (x2 +2x + 1)e* = (x? + 4x + 3)e*, f""(x) = 0,

rezultd x = —1,x = —3. Tabelul de variatie pentru f'’ este
x |-o -3 -1 o
£ (x) +4++0 ——0 ++ +

Pentru x € (—o0, 3], f""(x) = 0, deci f convexa pe (—o0, —3].
Pentru x € [—3,—1], f"(x) < 0, deci f concava pe [—3, —1].
Pentru x € [—1, ), f""(x) = 0, deci f convexa pe [—1, o).

Observatie: Punctele x, = —1, x, = —3 1n care functia iti schimba concavitatea
se numesc puncte de inflexiune. Asadar punctele de inflexiune se gasesc printre

radacinile celei de a doua derivate a unei functii de douad ori derivabile.
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