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Rolul derivatei a doua în studiul funcţiilor 
 
 
Reamintim: 

1. Funcţia ݂: ܫ ՜ ܴ este de două ori derivabilă în punctul ݔ଴ א  dacă este derivabilă într-o ܫ
vecinătate ܸ a lui ݔ଴ şi funcţia ݂Ԣ este derivabilă în ݔ଴. În acest caz, derivata funcţiei ݂Ԣ se 
numeşte derivata de ordin doi (sau derivata a doua) a funcţiei în ݔ଴ şi se notează ݂ԢԢሺݔ଴ሻ. 
 
O

 

bservaţie: Dacă ݂Ԣ este derivabilă pe ܬ ؿ  atunci funcţia este de două ori derivabilă pe ,ܫ

 
2. ie funcţia ݂: ܫ ՜ ܴ o funcţie derivabilă pe ܫ. 

• Funcţia ݂ se numeşte convexă pe ܫ dacă tangenta în orice punct al graficului 

cavă pe ܫ dacă tangenta în orice punct al graficului 
ncţiei se află deasupra graficului. 

 
Pentru studiul convexităţii şi concavităţii unei funcţii ݂: ܫ ՜ ܴ, de două ori 
derivabilă pe ܫ, se poate utiliza semnul derivatei a doua pe acest interval, folosind 

 
•  de două ori derivabilă pe ܫ. Atunci: 

 

 .ܬ

F
 

funcţiei se află sub grafic. 
 

• Funcţia ݂ se numeşte con
fu

următoarea teoremă: 

Fie ݂: ܫ ՜ ܴ o funcţie

 ݂ᇱᇱሺݔሻ ൒ 0, ݔ׊ א  ;ܫ
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1) funcţia ݂ este convexă pe intervalul ܫ dacă şi numai dacă
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2) funcţia ݂ este concavă pe intervalul ܫ dacă şi numai dacă ݂ᇱᇱሺݔሻ ൑ 0, ݔ׊ א  .ܫ

vitate ale unei fun ii 
e două ori derivabile revine la stabilirea semnului derivatei a doua.  

 
 

plicaţii

 
Rezultă că determinarea intervalelor de convexitate şi conca cţ
d

A  

ă ݂: ሺ0, ∞ሻ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ݔ െ 2 ln  Să se demonstreze că funcţia este convexă pe .ݔ
tervalul ሺ0, ∞ሻ. 

• Avem ݂ᇱሺݔሻ ൌ 1 െ 2 · ଵ
௫

 
 
1) Se consider
in
 

. Cum ቀଵ
௫
ቁ ൌ െ

௫మ

ᇱ ଵ , rezultă ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ
௫మ
ଶ ൐ 0, ݔ׊ א ሺ0, ∞ሻ 

şi deci ݂ este convexă pe intervalul ሺ0, ∞ሻ. 
 
2) Se consider ܴ, ݂ሺݔሻ e convexă pe ܴ. 
 

• Cum ݂ᇱሺݔሻ ൌ ݁௫ ൅ ሻݔşi ݂ᇱᇱሺ ݔ2 ൌ ݁௫ ൅ 2 ൐ 0, ݔ׊ א ܴ, rezultă că funcţia este 
nvexă pe ܴ. 

 
) ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ଶ଴ଵଶ 2012௫. Să se demonstrezec

ܴ. 
ൌ ଶ଴ଵଵݔ2012 ൅ 2012௫ · ln 2012 şi 

ᇱԢሺݔሻ ൌ 2012 · 2011 · ଶ଴ଵ଴ݔ ൅ 2012௫ · ሺln 2012ሻଶ.  
m ݔଶ଴ଵ଴ ൐ 0, ݔ׊ א ܴ, 2012௫ ൐

este convexă pe ܴ. 

4) Se consideră ݂: ܴ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ݔ െ ଵ
௘ೣ

ă ݂: ܴ ՜ ൌ ݁௫ ൅ ଶ. Să se arate că funcţia estݔ

co

Se consideră ݂: ܴ ൌ ݔ ൅ ă funcţia este convexă pe 

• Avem ݂ᇱሺݔሻ
݂

3

Cu 0, ݔ׊ א ܴ, rezultă ݂ᇱᇱሺݔሻ ൐ 0, ݔ׊ א ܴ şi ݂ 

 

. Să se arate că funcţia este concavă pe ܴ. 

 

• ă ቀଵ
௨

Reamintim c  ቁ
ᇱ

ൌ െ ௨ᇱ
௨మ. Rezultă ቀ ଵ

௘ೣቁ
ᇱ

ൌ െ ሺ௘ೣሻమ ൌ െ ଵ
௘ೣ

௘ೣ
  şi deci 

ᇱሺݔሻ ൌ 1 ൅
௘ೣ , ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ െ ଵ

௘ೣ ݂ ଵ ൏ 0, ݔ׊ א ܴ, de unde  ݂ este concavă pe ܴ. 
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5) Se consider  ݂: ሾ ∞ሻ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ 1 ൅ ă,0ݔ√ . Să se dem c vă pe 
intervalul ሺ0,
 

• vem ݂ᇱሺݔሻ ൌ ଵ
ଶ√௫

∞ . ሻ

A

onstreze că funcţia este con a

 şi ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ െ ଵ
ଶ

· ଵ
ଶ√௫

· ଵ
௫

ൌ െ ଵ
ସ௫√௫

. Pentru ݔ ൐ 0, ݂ᇱᇱሺݔሻ ൏ 0 şi 

eci ݂ este concavă pe intervalul ሺ0, ∞ሻ. 
 

 ݂: ሺ0, ∞ሻ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ln ݔ
ሺ0, ∞ሻ

݂ᇱሺ ݔ · ଵ
௫

d

6) Se consideră  Să se arate că funcţia este convexă pe .ݔ
intervalul . 

• Avem ݔሻ ൌ ln ݔ ൅ ൌ ln ݔ ൅ 1 şi ݂ᇱᇱ ଵ
 

ሺݔሻ ൌ
௫
. Cum ሻ, rezultă 

ᇱᇱ

 

ݔ א ሺ0, ∞

݂ ሺݔሻ ൐ 0 şi deci ݂ este convexă pe intervalul ሺ0, ∞ሻ. 

) Se consideră ݂: ܴ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ 2௫ ൅ 3௫. Să se arate că funcţia este convexă pe ܴ. 

• C  ሺܽ௫ሻᇱ ൌ ܽ௫ ln ܽ, rezultă ݂ᇱሺݔሻ ൌ 2௫ ln 2 ൅ 3௫ ln 3 şi 
 ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ 2௫ሺln 2ሻଶ ൅ 3௫ሺln 3ሻଶ ൐ 0, ݔ׊ א ܴ, deci ݂ este convexă pe ܴ. 

8) Se consideră funcţia ݂: ܴ െ ሼ0ሽ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ

7
 

um

 
௫మାଵ

௫
. Să se stabilească intervalele de convexitate 

şi concavitate ale func
 

 ݂
௫మ

ţiei. 

• Derivând ca un cât, avem ᇱሺݔሻ ൌ ଶ௫మି൫௫మାଵ൯ ൌ ௫మିଵ
௫మ  şi 

 ݂ᇱᇱሺݔ ିଶ௫ሺ௫ ିଵሻ
௫రሻ ൌ ଶ௫·௫మ మ

ൌ ଶ௫ ᇱᇱሺݔሻ ൌ ଶ
௫య. Dac

యିଶ௫యାଶ௫
௫ర ,   adică ݂ ă ݔ א ሺെ ∞, 0ሻ, 

zultă ݔଷ ൏ 0, ݂ᇱᇱሺݔሻ ൏ 0 şi deci ݂ concavă p , ሻ, 
ă ݔଷ ൐ 0, ݂ᇱᇱሺݔሻ ൐ 0 şi deci ݂ convexă pe ሺ0, ∞ሻ. 

ሺݔሻ ൌ ଷݔ2 െ ଶݔ3 ൅ 1. Să se

i ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ ݔ12 െ 0,  rezultă ݔ ൌ ଵ
ଶ

re e ሺെ∞, 0ሻ.  Dacă ݔ א ሺ0 ∞
rezult
 

9) Fie ݂: ܴ െ ሼ0ሽ ՜ ܴ, ݂  determine intervalele de concavitate şi 
convexitate ale funcţiei. 

• Avem ݂ᇱሺݔሻ ൌ ଶݔ6 െ ş ݔ6 6, ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ

 

  şi 

tabelul de semn pentru ݂ԢԢ  este 
 

െ ଵ           ݔ                ∞
ଶ

                   ∞ 

݂Ԣᇱሺݔሻ   െ    0 ൅  ൅  ൅                      െ  െ  

Pentru ݔ א ቀെ∞, ଵ
ଶ

 

ቃ , ݂ᇱᇱሺݔሻ ൑ 0, deci f concavă pe ቀെ∞, ଵ
ଶ
ቃ. 
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Pentru ݔ א ሾଵ
ଶ

, ∞ሻ, ݂ᇱᇱሺݔሻ ൒ 0, deci f convexă pe ሾଵ
ଶ
, ∞ሻ. 

 
10) Fie ݂: ܴ െ ሼ0ሽ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ሺݔଶ ൅ 1ሻ݁௫. Să se determine intervalele de concavitate şi 
co i. 
 

 Avem, folosind regula de derivare a produsului:  
ᇱሺݔሻ ൌ ݔ2 · ݁௫ ൅ ሺݔଶ ൅ 1ሻ݁௫ ൌ ሺ2ݔ ൅ ଶݔ ൅ 1ሻ݁௫  şi 

݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ ሺ2 ൅ ሻ݁௫ݔ2 ൅ ሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ ሻ݁௫ ൌ ሺݔଶ ൅ ݔ4 ൅ 3ሻ݁௫, ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ 0,              
rezultă ݔ ൌ െ1, ݔ ൌ െ3. Tabelul d ie pentru ݂ԢԢ este 

െ ∞            െ 3           െ
         ൅  ൅  ൅   0   െ  െ  

 
Pentru ݔ א ሺെ∞, െ3ሿ, ݂ᇱᇱሺݔሻ
Pentru ݔ א ሾെ3, െ1ሿ, ݂ᇱᇱሺݔሻ ൑

ሾെ1, ∞ሻ, ݂ᇱᇱሺݔሻ ൒ 0, deci ݂ convexă pe ሾെ1, ∞ሻ. 
 

ncţia îţi schimbă concavitatea 
se numesc puncte de inflexiune. Aşadar punctele de inflexiune se găsesc printre 
rădăcinile celei de a doua derivate a unei funcţii de două ori derivabile.   

 
 

nvexitate ale funcţie

•
݂

1
 e variaţ

 
 ∞                1           ݔ
݂Ԣᇱሺݔሻ     0  ൅  ൅  ൅              
 

൒ 0, deci ݂ convexă pe ሺെ∞, െ3ሿ. 
0, deci ݂ concavă pe ሾെ3, െ1ሿ. 

Pentru ݔ א

Observaţie: Punctele ݔ଴ ൌ െ1, ଴ݔ ൌ െ3 în care fu

 


