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Ecuatii
(irationale, exponentiale, logaritmice)

Autor: Ion Cicu

Abstract: Materialul isi propune o abordare strict la nivelul cerintelor necesare rezolvirii problemelor
care apar in subiectul I al examenului de bacalaureat, M2.

Pe parcursul materialului, comentariile autorului vor fi scrise cu culoare albastra, iar aspectele teo-
retice esentiale cu rogu.

Ecuatii irationale

Sunt ecuatii in care necunoscuta apare sub radical.

Tata cateva exemple luate din variantele propuse de Centrului National pentru Curriculum si Evaluare
in Invitamantul Preuniversitar pentru bacalaureatul din 2009:

vVe—5=2

ve+l=5—-x
Vaz—44+vVr—-2=0

Vad+a2—z-2=12

In abordarea rezolvirii unei astfel de probleme distingem dou situatii:

1. Indicele sau ordinul radicalului este 2 sau oricare alt numar par

In aceasta situatie, rezolvarea incepe prin impunerea unor conditii.

Pe de o parte sunt conditii de existenta a radicalilor de ordin par, pe de alta parte sunt conditiile de
compatibilitate (a avea sau nu solutii) a ecuatjiei

Un radical de ordin par exista (are sens, este definit) numai atunci cind cantitatea aflatd sub radical
este mai mare sau egala cu 0.

2/ f(x) are sens daca f(x) > 0.

Valoarea unui radical de ordin par este totdeauna un numar mai mare sau egal cu 0.

Oricare ar fi numarul a > 0, numarul %/a > 0.

2. Indicele sau ordinul radicalului este 3 sau oricare alt numar impar
In aceasta situatie lucrurile sunt mult mai simple; nu avem nevoie de nicio conditie.

Dupéa impunerea conditiilor, aflarea solutiilor (rezolvarea ecuatiei) se face, in cele mai multe cazuri,
prin ridicarea ecuatiei, membru cu membru, la o putere care si permita eliminarea radicalului.
Ridicand un radical la o putere egala cu indicele acestuia, radicalul dispare.

(va) =4
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Sa rezolvam impreund exemplele de mai sus.
Ex.1 Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia /x — 5 = 2.
Solutie: Ecuatia contine un radical de ordin 2 (ordinul 2 nu se mai scrie), agadar trebuie impusa
conditia de existentd a radicalului.

Avem conditia de existenta

z—5>0
care conduce la
T>5
sau
x € [5,00)
Nu avem conditii de compatibilitate deoarece radicalul este egal cu 2, care este clar un numar pozitiv
Trecem la rezolvarea propriu-zisa.
Ridicidm ecuatia la puterea a doua gi avem
2
(Va —5)" =2?
de unde
r—5=4
sau
=9

Ne asiguram cad 9 se afla in intervalul [5, 00).
Solutia ecuatiei este 9.

Ex.2 53 se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia v +1 =15 — .
Solutie: Conditia de existentd a radicalului este

z+1>0

care conduce la
> —1

re[-1,00) (1)

De aceasta data radicalul este egal cu o expresie (5 — x) despre care nu avem certitudinea ca este
mai mare sau egald cu 0. Din acest motiv trebuie impusa conditiia ca aceasta expresie sa fie mai mare sau
egald cu 0. Aceasta este conditiia de compatibilitate (a avea solutie).

Avem, asadar, conditia de compatibilitate

5—x2>0
de unde
—x > =5
Pentru a elimina semnul ” — ” din fata lui  ultima inegalitate trebuie inmultitd cu —1. In acest fel se
schimba sensul inegalitatii.
Inmultind cu —1 obtinem
<5

x € (—00,5] (2)
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Conditiile de existenta gi compatibilitate trebuie verificate simultan, de aceea trebuie intersectate cele
doud intervale. Daca nu le intersectam va trebui, la sfargit, sa vedem care dintre solutii verificd ambele
conditii.
Din (1) si (2) avem
x € [-1,00) N (—00,5] = [-1,5]

Trecem la rezolvarea propriu-zisi.
Ridicam ecuatia la puterea a doua si avem

(Vo + 1)2 =(5—-1x)

sau
r+1=25—10z + 22

Ecuatia obtinuta se aduce la o ecuatie de gradul al doilea prin trecerea termenilor intr-un singur
membru gi efectuarea calculelor
Din ecuatia de mai sus obtinem
2 —1lz+24=0

b+ VA

cu solutiile 1 = 3 si x3 = 8. (Solutiile au fost obtinute cu formula x; 9 = 5
a

—11, c=24 51 A =b% — 4ac.)
Stabilim care dintre cele doua numere, 3 gi 8, se afla in intervalul [—1, 5]
Cum numai 3 se afld in intervalul [—1, 5] numai acesta este solutie a ecuatiei initiale.

,incarea=1, b=

Ex.3 Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia Vaz -4+ —2=0.
Solutie: Conditiile de existenta a radicalilor sunt:

22 —4>0six—2>0

Prima inecuatie se rezolva cu semnul functiei de gradul al doilea. Din #2—4 = 0 obtinem x; = 2si x5 =

‘ —00 -2 2 %)
-4+ +++++0----0++++
Prima inecuatie are solutia = € (—o0, —2] U [2,00), iar a doua = € [2,00).
Solutia comund celor doud inecuatii este x € 2, 00).

—2. Tabelul de semn este

, de unde z € (—o0, —2] U [2, 00)

Trecem la rezolvarea propriu-zisia. Rezolvarea acestei ecuatii o vom face altfel decdt prin ridicare la
puterea a doua.

Cei doi termeni din membrul drept sunt numere nenegative (mai mari sau egale cu 0). Suma lor ar
trebui si fie 0. Acest lucru este posibil numai daci fiecare dintre cei doi termeni este 0.

Avem agadar, 2> —4 =0si 2 — 2 = 0, de unde obtinem z = 2.

Solutia ecuatiei este 2.

Ex.4 Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia v/a3 + 22 —x — 2 = .

Solutie: Dintre toate exemplele de pana acum acestea este cel mai cumsecade. O astfel de ecuatie nu
presupune niciun fel de conditie (avem radical de ordin impar); intram direct in rezolvare ridicand ecuatia
la puterea a treia.

Prin ridicare la puterea a treia avem

3
(i’/a:3+:c2—z—2) =3

de unde
242t —r—2=23
sau
- —-2=0
Aceastd ultima ecuatie are solutiile 1 = 2 gi 9 = —1 (vezi Ex.2).
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Ecuatii exponentiale

Sunt ecuatii in care necunoscuta apare ca exponent al unei puteri.

Iata cateva exemple luate din variantele propuse de Centrului National pentru Curriculum gi Evaluare
in Inviitgmantul Preuniversitar pentru bacalaureatul din 2009:

321‘—1 — 35—33

922°+30—2 _ g

27 4274 = 36
2" _14.27% = _5
32 492.3° -3=0

Rezolvarea unei astfel de ecuatii se bazeaza, in primul rand, pe proprietatea de bijectivitate a functiei
exponentiale.

‘ a® = a¥ daca si numai dacd x =y

Atentie! Proprietatea de mai sus nu se aplica de fiecare data in mod direct. Panad ajungem la acest
pas mai avem de facut si alte calcule. De aceea este util sa cunoastem cateva proprietati ale puterilor.

Dacd a > 0 gi a # 1, iar = gi y sunt numere reale atunci:

1. a® este totdeauna un numar pozitiv.

a® >0

2. Exponentul 0

a® = 1, pentru orice numir a diferit de 0

3. Exponentul negativ "muta" puterea la numitor.

4. Inmultirea puterilor cu aceeasi bazi.

(6% - a¥ = a™tY |

5. Impartirea puterilor cu aceeasi baz.

‘ax:ay:af’"_y‘

6. Ridicarea la putere a unei puteri.

(ax)y = %Y

7. Inmultirea puterilor cu acelasi exponent.

a® - b* = (a-b)*, b>0, b;él\
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8. Impartirea puterilor cu acelasi exponent.

’a”:b’;:(a:b)x, b>0, b;«él‘sau —:(—)x

Revenim gi rezolvam impreuna cateva exemple.

Ex.1 Si se determine solutiile reale ale ecuatiei 32*~! = 3=,

Solutie: In acest caz, aplicarea proprietitii de bijectivitate este imediata.

Din 32*~! = 35=% obtinem 2z — 1 = 5 — z, o ecuatie de gradul intai, care se rezolva fira dificultate.
Obtinem 3z = 6, de unde x = 2. Asadar, solutia ecuatiei este 2.

Ex.2 Si se determine solutiile reale ale ecuatiei 92e’+30-2 — g,
Solutie: Si aici solutia este imediata, daca "ne prindem" ca 8 = 23.

Ecuatia se scrie
92z%+3z-2 _ 93

de unde
202 +3x—-2=3

sau
202 +3r—-5=0

Solutiile ultimei ecuatii sunt z; =1 gi 22 = —5

—b+ VA

5 cincarea=2, b=3, c=—5si A =% — 4ac.
a

Solutiile au fost obtinute cu formula z12 =

Ex.3 Si se determine solutiile reale ale ecuatiei 2% + 2713 = 36.

Solutie: De aceastd data nu mai putem folosi direct bijectivitatea pentru cd nu avem o egalitate
intre doua exponentiale. Dar, proprietatile puterilor scrise mai sus ne permit si obtinem in toata ecuatia
aceeasi exponentiald (acum avem doud exponentiale: 27 si 27+3).

Vom scrie 2773 = 2% . 23 (vezi proprietatea 4) sau 2213 = 8. 2%

Cu cele de mai sus ecuatia se scrie

2 +8-2 =36

In continuare putem alege doud variante de a continua:

1. Notam 2¥ =y > 0 (mai mare ca 0 din proprietatea 1) si ecuatia devine y + 8y = 36
2. Scoatem factor comun pe 27 gi ecuatia devine 2%(1 + 8) = 36

Alegem varianta 2 gi avem

2% .9 =236
de unde
2" =4
Am obtinut o situatie ca cea din Ex2. Vom scrie 4 = 22
De aici
2" = 22
si atunci
T =2
Solutia ecuatiei este 2.
Ex.4 Si se determine solutiile reale ale ecuatiei 2* — 14 - 27% = —5.

1
Solutie: Si de aceastd data avem doud exponentiale (2% gi 277), dar 27% = o (Vezi proprietatea 3)
Ecuatia se scrie
1
2" —1d- =5
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Notam 2% =y > 0 (factorul comun nu ne mai ajutd) si ecuatia devine
1
y—14.-—=-5
Yy

Aducand la acelagi numitor gi trecind toti termenii in membrul sting avem
v +5y—14=0

cu solutiile y; = —7 si y2 = 2.
Revenim la notatie gi obtinem
27 =2
de unde z =1 (nu am folosit solutia y; = —7 deoarece am impus conditia y > 0)

Agadar, ecuatia initiald are solutia 1.

Ex.5 Si se determine solutjiile reale ale ecuatiei 32 4+ 2-3% — 3 = 0.
Solutie:Putem scrie, in baza proprietitii 6, 32 = (33”)2
Cu cele de mai sus ecuatia se scrie

(3%)2 +2-3°=3=0

Notand 3* =y > 0 avem
v +2—3=0

cu solutiile y; =1 gi yo = —3.
Revenim la notatie gi obtinem

3 =1
de unde z = 0 (nu am folosit solutia yo = —3 deoarece am impus conditia y > 0)
Agadar, solutia ecuatiei initiale este 0.
*
* *

Ecuatii logaritmice

Sunt ecuatii in care necunoscuta apare ca argument sau ca baza a unui logaritm.

Iata cateva exemple luate din variantele propuse de Centrului National pentru Curriculum gi Evaluare
in Invitamantul Preuniversitar pentru bacalaureatul din 2009:

logs(2? — 2z) = logs(22 — 3)
logs(2z +3) =2

lg(x +4) +1g(2z + 3) = 1g(1 — 22)

Inainte de orice sa lamurim ce inseamna "logaritm in baza a din N", scris log, N.

Definitie Dacia > 0sia # 1, iar N > 0, atunci prin log, N intelegem numarul real x cu proprietatea
a®* =N

lloga N = x daci si numai dacd a® = N‘

Observatie: Daca baza logaritmului este 10, in loc de log;, N vom scrie lg N (citim "logaritm zecimal"),
iar in loc de log, N vom scrie In N (citim "logaritm natural)

Avand in vedere definitia logaritmului este evident ca pentru cantitatea de sub logaritm (V) trebuie
impusa o conditie de existentd (sa fie mai mare decat 0).
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Rezolvarea acestor ecuatii se bazeaza, ca si in cazul ecuatiilor exponentiale, pe bijectivitatea functiei
logaritmice.

www. didactic.ro

‘loga x = log, y dacd si numai daca z =y

Ca i in cazul ecuatiilor exponentiale, nu totdeauna proprietatea de bijectivitate se aplica direct. De
aceea este necesar sa cunoagtem cateva proprietati ale logaritmilor.
Dacaa>0sia=#1,iar A >0 B >0, atunci:
1. Logaritm in orice baza din 1 este 0.
log,1=0
2. Logaritmul bazei este 1.
3. Orice numar real se poate scrie ca un logaritm.

4. Suma a doi logaritmi este logaritmul produsului.

‘logaA-l—logaB:logaA-B‘

5. Diferenta a doi logaritmi este logaritmul catului.

A
log, A —log, B = log, B

6. Logaritmul unei puteri.

‘loga A" =n-log, A

7. Logaritmul unui radical.

1
log, VA = . log, A

8. Schimbarea bazei unui logaritm.

log, A
log, A = O8p £
log, a

Revenim gi rezolvam impreuna cateva exemple.

Ex.1 Si se determine solutjiile reale ale ecuatiei logs (22 — 2x) = logs (22 — 3).

Solutie: Definitia logaritmului ne obliga sa impunem conditii de existentd a logaritmilor.
Avem urmaitoarele conditii de existenti:

22 -2 >0s8120-3>0

3
Prima inecuatie are solutia z € (—00,0) U (2, 00), iar cea de a doua = € 3 oo).
Prima inecuatie s-a rezolvat cu semnul functiei de gradul al doilea.
x ‘ —00 0 2 00
=2 | +++++ 0----- 0+ + ++

Intersectia celor doud solutii conduce law i %v@dl%gétic.ro

Tabelul de semn este
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Rezolvarea propriu-zisa se bazeaza pe bijectivitatea functiei logaritmice.
Din
logs (2% — 2x) = logs(2x — 3)
obtinem
22— 20 =22-3

Trecéand toti termenii in membrul stang si reducand termenii asemenea se obtine ecuatia
2 —
r*—4x+3=0

cu solutiile x1 =1 gi x5 = 3.
Avand in vedere conditiile impuse, solutia ecuatiei este 3.

Ex.2 S4 se determine solutiile reale ale ecuatiei logs(2z + 3) = 2.

3
Solutie: Avem conditia de existenta a logaritmului 2z + 3 > 0 cu solutia = € (—2, 0 .

De aceastd data nu putem aplica direct bijectivitatea. Dar, in baza proprietitii 3 putem scrie 2 =
logs 52 sau 2 = logy 25.
Cu cele de mai sus putem scrie
logs(2x + 3) = logs 25

si atunci
20 +3 =25

3
de unde z = 11 care indeplinegte conditia de existenta (11 € (—2, oo> ). Asadara, solutia ecuatiei este 11.

Ex.3 Si se determine solutiile reale ale ecuatiei lg(z + 4) + 1g(2z + 3) = lg(1 — 2z).
Solutie: Conditiile de existenta a logaritmilor sunt: x+4 > 0, 2z+3 > 0si 1 —2x > 0. Solutiile celor

.. .. 3 ) 1 . ..
trei inecuatii sunt x € (—4,00), x € <—2,oo>, respectlv x € (—oo, 2). Intersectia celor trei intervale
31
conducelaxz e | —=, = |.
2°2
Pentru a putea aplica bijectivitatea functiei logaritmice este necesar ca in membrul stang sa avem
un singur logaritm. Acest lucru se poate realiza folosind proprietatea 4. Avem lg(x + 4) + lg(2z + 3) =
lg(z +4)(2x + 3)
Cu cele de mai sus, ecuatia se scrie

lg(z +4)(2x + 3) =1g(1 — 2x)
si cu bijectivitatea functiei logaritmice avem
(x4+4)2x+3)=1—-2x

De aici obtinem
202 +3r+8x+12=1-2z
Sau
222 + 13z +11 =0

11
cu solutiile x1 = —1 gi 9 = —5

Avand in vedere conditia impusa rezulta ca solutia ecuatiei este —1.

(3D e T30
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Atentie! La subictul 1 pot sa apara gi alt gen de probleme cu logaritmi. Prezentam mai jos un
exemplu.

Sa se calculeze logs 5 + logs 6 — logs 10.

Avem logs 5 + logs 6 — logg 10 = logs 5 - 6 — logs 10 (proprietatea 4)= logs 30 — logs 10 = logs ?—8

(proprietatea 5)= logs 3 = 1(proprietatea 2)

Incercati acum sa rezolvati:

1. Ve2—z—-—2=2

A2x+3==zx
CovE—l —y

1
L1257 = —
5

2
3

4

5. 2%+3 2T =28

6.4 —3.2"+2=0
7. logy(x —3) =0

8. logs(z? — 4w +4) =2

9. logy(z +2) —logy(z+1) =1

10. Calculati log, 3 — log, 3

1 8
11. S4 se arate ci numérul (\‘75) °82% oste natural.
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