PERMUTARI. ARANJAMENTE. COMBINARI.
PROBABILITATI.

ION CICU

ABSTRACT. Materialul igi propune o abordare strict la nivelul cerintelor necesare rezolvarii problemelor care
apar in subiectul I al examenului de bacalaureat M2.

Pe parcursul materialului, comentariile autorului vor fi scrise folosind culoarea albastru, in timp ce
aspectele teoretice esentiale vor fi prezentate folosind culoarea rogu.

In general, problemele care apar in Subiectul I al variantelor de bacalaureat se reduc pur si simplu la
cunoagterea formulelor de calcul pentru permutari, aranjamente si combinari, dar si calculelor cu factoriale.
Din acest motiv vom incepe direct cu formulele gi abia mai tarziu vom aborda si definitiile pentru permutari,
aranjamente, combinari.

Prezentam mai jos citeva exemple luate din variantele propuse de citre Centrul National pentru
Curriculum si Evaluare in Invitdmantul Preuniversitar pentru bacalaureatul din 2009.

Sa se determine numérul natural n, n > 5, gtiind ci

Sé se calculeze C3 + 3!.

Sa se efectueze A2 — 2C5.

Sa se calculeze CY — C1 + C% — C3 + Cf.

Sa se rezolve ecuatia C2 =28, n € N, n > 2.

ANl

Pentru a rezolva prima problems prezentati mai sus, si purcedem la intelegerea notiunii de factorial.

Definitie. Prin "n factorial" (notat n!) intelegem produsul tuturor numerelor naturale de la 1 panid
la n.

]n!:1-2-3---(n—1)-n\

Observatie. Degi majoritatea cirtilor de specialitate prezintd definitia factorialului ca mai sus, eu
prefer si o spun astfel:

Definitie. Prin "n factorial” (notat n!) intelegem produsul tuturor numerelor naturale de la n pana
la 1.

’n!:n~(n—1)-(n—2)~--2-1‘

Prefer aceasta scriere deoarece in multe situatii nu este necesar s scriem toti factorii; este posibil sa
fie necesar si scriem numai primii trei sau patru factori.

Exemplu. In loc de
10'=10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
e posibil sa scriem
10!=10-9-8- 7!

Atentie. Prin conventie
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Cunoscand numai definitia factorialului, putem rezolva primul dintre exercitiile de mai sus.

(n—=3)!
(n—5)!
Solutie. Fiind vorba de o fractie, ne punem problema unei eventuale simplificiri. Pentru aceasta

putem scrie ca produse de factori ambele factoriale, sau dezvoltdm factorialul numéarului mai mare (n — 3)
pand ajungem la factorialul numdrului mai mic (n —5).

6.

Ex.1. Si se determine numérul natural n, n > 5, stiind ca

Ecuatia se poate scrie

iar in urma simplificdrii prin (n — 5)! obtinem
(n—3)(n—4) =6.
Desfacem parantezele, trecem pe 6 in membrul sting, reducem termenii asemenea gi obtinem
n*—Tn+6=0

cu solutiile n; = 1 gi ny = 6 (vezi rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea). Avand in vedere conditiile impuse
in enuntul problemei, deducem ci solutia problemei este n = 6 (de altfel valoarea 1 nu convine si pentru
cd factorialele nu ar fi atunci bine definite).

Pentru a rezolva celelalte exercitii este necesar si cunoastem semnificatia notatiilor P,, A% Ck.

Definitie D1. P, reprezintd numéarul permutarilor unei multimi cu n elemente, si se calculeaza cu
formula:

P, =n!

Definitie D2. A* reprezinta numirul aranjamentelor unei multimi cu n elemente din care alegem k
elemente (k < n). Numirul aranjamentelor se calculeazd cu formula:

pn
An = (n—k)!

Definitie D3. C* reprezinta numirul combinirilor unei multimi cu n elemente din care alegem k
elemente (k < n). Numérul combinirilor se calculeazd cu formula:

b n!
Cn = El(n — k)!

Observatie. In toate cazurile de mai sus se vorbeste despre n ca fiind numarul de elemente al unei
multimi. Din acest motiv avem intotdeauna n numar natural.

Cunoagterea acestor formule este suficientd pentru a rezolva toate problemele propuse mai sus. Vom
trece acum la rezolvarea lor.

Ex.2. Si se calculeze C3 + 3!.

Solutie. In conformitate cu D3 avem

3! 3! 32
37T 23—2)! 2.1l 21
Am simplificat prin 2!.

Pe de alta parte
31=3-2-1=6.

Cu acestea avem
C24+31=3+6=09.
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Ex.3. Si se efectueze Ag — 20&1.

Solutie. Din D2 avem

6! 6! 6-5-4!
A2 = =— = =30
67 6—-2)! 4 4! ’
iar din D3 avem 6l 6l 6.5 4
4 = : - s
67416 —4)!  4-20  41-2.1
Cu acestea avem
A2 —205=30-2-15=0.
Ex.4. Si se calculeze C) — C} + C% — C3 + Cj.
Solutie. Din D3 avem
4! 4!
0 = - = — =
Ci = 0(4—0)! 4!
(Sa nu uitam! 0! = 1)
4! 4! 4.3l
Cl = — = — = — = 4.
R T TR TR T
4! 4] 4.3-2!
2 _ _ _ _
Ci = oA0(4—2)1 — 2r.20  21.2-1 =0
4! 4! 4-3!
c3 = 4.

T 3l4—3) 3.1 3l
Daci se cunoaste formula combinirilor complementare (C¥ = C"~), atunci C3 = C} = 4.
o 4! 4! 4!

T4 -4 a0 4

Folosind aceeasi formula a a combinarilor complementare (CF = C?~*) avem Cf = C9 = 1.

Cu acestea avem
CY—Cl+C?—-C3+C{=1-446—-4+1=0.
Existd gi o solutie mult mai elegantd, dar aceasta presupune cunoasterea formulei binomului lui Newton

0=(1-1)*=0C)-Cl+Ci—-C}+Cf.

Ex.5. S4 se rezolve ecuatia C2 =28, n € N, n > 2.

Solutie. Din D3 avem

o2 n! ~n-(n—1)-(n—-2)! n(n-1)
o2n =2 2-1-(n—2)! 2
Cu aceasta ecuatia devine
n(n —1)
—= =28
2 )

sau

n?—n—>56=0,
cu solutiile ny = —7 gi ng = 8. Avénd in vedere conditiile impuse in enuntul problemei avem ca

solutie a ecuatiei initiale valoarea n = 8 (de altfel valoarea —7 nu convine gi pentru ca nu ar fi atunci bine
definite combindrile).

De regula conditiile de existenta pentru permutéari, aranjamente, combinari, trebuie impuse de catre
noi, in conformitate cu D1, D2, respectiv D3. In cazul ecuatiei de mai sus trebuie si avem n € N gi n > 2,
adica exact ceea ce s-a dat in enunt.
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Numarul permutéarilor, al aranjamentelor sau al combinarilor, poate sa apard si in alte tipuri de
probleme, nu numai in cele de simpléd inlocuire cu formula, cum am vizut mai sus. In fond, numarul
permutarilor, al aranjamentelor sau al combinérilor este gandit pentru a numaéra o situatie concreta.

Cu totii stiti de clasamentul de la fotbal. V-ati pus vreodata intrebarea cate clasamente se pot forma,
cu aceleasi echipe, dar pe pozitii diferite?

O alta situatie ar fi daca dorim sa acordam trei premii (I, II, III) la trei elevi dintr-o clasa. Cu totul
altceva este dacd dintr-o clasa de elevi dorim sa formam o echipa de trei elevi. In cate feluri am putea,
teoretic, forma o astfel de echipa?

Pentru a da raspuns la aceste intrebari trebuie sd lamurim ce intelegem prin permutare, aranjament
sau combinare.

Definitie. Fie A o multime finitd. Vom considera ci multimea A este ordonatd daca elementele ei
au locuri bine stabilite in scriere.

Ca multimi pur si simplu, {a,b,c} si {b,a,c} sunt egale. Ca multimi ordonate, ele sunt diferite,
pentru cd in prima multime a ocupa primul loc, iar in cea de a doua ocupi locul doi. La fel, b, in prima
multime ocupa locul doi, iar in cea de a doua multime ocupa primul loc.

Definitie. Daca A este o multime finita, atunci orice multime ordonata formata cu toate elementele
multimii A se numeste permutare.

Ca mai sus, numarul permutarilor unei multimi cu n elemente este P, = n!.

Definitie. Dacia A este o multime finitd cu n elemente, atunci orice submultime ordonati formati
din k elemente (k < n) luate din multimea A se numeste aranjament.
, n!
Ca mai sus, numirul aranjamentelor unei multimi cu n elemente luate cate k este AF = m
n—k)!
Definitie. Dacd A este o multime finitd cu n elemente, atunci orice submultime formata din &
elemente (k < n) luate din multimea A se numeste combinare.

. . o . _ ) n!
Ca mai sus, numirul combinirilor unei multimi cu n elemente luate cate k este C¥ = m
(n—k)!
Atentie! Intre aranjamente si combinari, diferenta poate parea foarte micd. Pentru aranjamente,
ordinea elementelor in submultime este importantd, in vreme ce pentru combiniri nu conteazd ordinea
elementelor din submultime.

Putem acum raspunde la intrebarea "cate clasamente se pot forma, cu aceleasi echipe, dar pe pozitii
diferite?" Clasamentul este o multime cu 18 elemente (cele 18 echipe) in care ordinea echipelor este foarte
importants (mai ales daci Steaua e pe primul loc ©@). Vorbim astfel despre permutiri. Asadar, numarul
de posibile clasamente este Pjg = 18! (calculati voi cat inseamnd asta — este un numér de 16 cifre ...).

Raspundem acum si la celelalte doud intrebéri.

Dorim si acordam trei premii (I, IL, III) la trei elevi dintr-o clasa cu 25 de elevi. In cate moduri putem
face acest lucru? Avem o multime cu 25 de elemente (elevii din clasd) din care trebuie sd alegem trei, iar

ordinea lor este foarte importantd (una este si ia Gigel premiul intéi, altceva este sd ia Marioara premiul
. . . 25!
intai). Asadar, vorbim despre aranjamente de 25 luate cate 3. Avem A3, = m =25-24-23=...
Dintr-o clasa cu 25 de elevi dorim s& formam o echipa de trei elevi. In cate feluri am putea forma o
astfel de echipa? De aceastd data trebuie sa alegem trei elevi din cei 25, iar ordinea lor nu mai conteaza
(important este ca Gigel si Marioara sa facd parte din aceeagi echipd, nu conteaza in ce ordine ii chemam la
25! 25-24-23

echipa). Vorbim, agadar, despre combinari de 25 luate cate 3. Avem C5’5 = 5253 3.2-1
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Va propun acum si rezolvam impreund cateva exemple luate din variantele propuse de cétre Centrul
National pentru Curriculum gi Evaluare in Invatadmantul Preuniversitar pentru bacalaureatul din 2009.

Ex.6. Si se determine cate numere de trei cifre distincte se pot forma cu cifrele din multimea {1, 2, 3}.

Solutie. Deoarece se folosesc toate elementele din multime (formdm numere de céte trei cifre) si
ordinea lor este importanti, rezultd cd numirarea se face cu ajutorul permutirilor. Avem
P;=31=3-2-1=6.

Asadar, se pot forma 6 numere.

Ex.7. Sd se determine numarul submultimilor cu doud elemente ale multimii A = {1,2,3,4,5}.

Solutie. Din cele cinci elemente ale multimii trebuie sd alegem doud, iar ordinea acestor elemente
nu are importanta. Numdrarea se face cu combinéri. Avem

> ol5-2)!  2-1-3!

10.

Ex.8. 534 se determine numéarul natural nenul n astfel incat numarul submultimilor cu doud elemente
ale unei multimi cu n elemente sa fie egal cu 6.

Solutie. Ca mai sus, numararea se face cu combinari. Trebuie si avem

C2 =6,
sau |
n!
=6
2l(n —2)! ’
de unde obtinem
nn—1) 6
2 - )
sau
n?—n—12=0,
cu solutiile n; = 4 gi ng = —3.

Fiind vorba de numarul de elemente ale unei multimi, convine numai solutia n = 4.

Nu numai cu ajutorul permutéarilor, aranjamentelor sau combinarilor putem numaéara diferite situatii
concrete. Exista si alte modalitati de numarare, totul depinde de contextul problemei ...

Una dintre modalitatile de numéarare, pe care o intalnim in exercitii din subiectul I, este aga numita
reguld a produsului.

Daca avem de efectuat mai multe operatii succesive (O1, Oz, ..., O,) si fiecare dintre operatii poate
fi efectuatd intr-un numar de moduri (Op in m; moduri, Oz in my moduri, ..., Op in m, moduri), atunci
succesiunea tuturor operatiilor poate fi efectuata in m; x mg x - -+ X m;, moduri.

Pentru a intelege mai bine, sa rezolvim impreuna

Ex.9. Sa se determine cate numere de trei cifre se pot scrie folosind doar cifre din multimea {1, 2}.

ie. ratiile su 1ve sun 1: Inlocuir ifrei su r, Oy: inlocuir ifrei zecilor
Solutie. Operatiile succesive sunt date de O locuirea cifrei sutelor, O locuirea cifrei zecilor,
si Os: inlocuirea cifrei unititilor, iar numarul modurilor de efectuare este, in fiecare dintre cazuri, 2.

Avand in vedere cele de mai sus, inseamni ci se pot forma

2-2-2 = 8 numere.
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Necesitatea numararii unor situatii apare si in problemele cu probabilitéti.

Notiunea de probabilitate o intalnim, mai ales, in teoria jocurilor, atunci cand trebuie sa stabilim
"sansa' de a se realiza o anumitd situatie. De exemplu, la aruncarea unui zar, ne propunem si obtinem
fata cu 4 puncte. Obtinerea fetei cu 4 puncte reprezintd un eveniment.

Probabilitatea realizarii unui eveniment E se calculeaza cu formula

B NF
unde cu p(E) am notat probabilitatea, cu NF numdarul cazurilor favorabile (cele care duc la realizarea
evenimentului), si cu NP numarul cazurilor posibile.

Sa rezolvam impreuna

Ex.10. Se considerd multimea A = {1,2,3}. Sa se determine probabilitatea ca, alegind un numar
de doui cifre format cu cifre din multimea A, acesta si aiba cifrele egale.

Solutie. Evenimentul E este "sd aleg un numér de doua cifre, cu cifre egale".

Trebuie sa stabilim N P, numarul cazurilor posibile, gi NF', numarul cazurilor favorabile.

Pentru N P trebuie stabilit cate numere de doud cifre se pot forma cu cifre din multimea {1,2,3}.
(Problema este asemanitoare cu cea de la Ex.9.)

Numarul cazurilor posibile este
NP=3-3=9

Numaérul cazurilor favorabile inseamnd numéarul de numere cu cifre egale, evident trei (11,22, 33).

Asadar
NF = 3.

Cu acestea

p(E) =g =3

Daca tot am vorbit despre probabilititi, s mai rezolvam impreunad doud probleme.

Ex.11. Determinati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea A = {ﬂ, V3.4, 10},
acesta sa fie rational.

Solutie. Evenimentul E este "sa aleg un numér rational".
NP =9 (in multimea A sunt 9 elemente).
NF =2 (in multimea A, numerele rationale sunt v4 = 2 si v/9 = 3).

Atunci

Ex.12. Determinati probabilitatea ca, alegand un element n din multimea {2,3,4,5}, acesta si
verifice egalitatea 2" = n?.

2

Solutie. Evenimentul F este "sa fie adevarata relatia 2" = n®, cand n se inlocuieste cu un numéar

din multimea {2,3,4,5}".
NP =4 (numérul n se poate inlocui cu patru valori).
NF = 2 (relatia devine adevarata la inlocuirea lui n cu 2, respectiv cu 4; 22 = 22 gi 24 = 42),

Atunci
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Incercati s rezolvati singuri

1. Si se calculeze C? + C3 — 2AL.

|
2. S4 se rezolve ecuatia % =mn-2), neN, n>2

3. 5S4 se determine cate numere de trei cifre distincte se pot forma cu ajutorul cifrelor din multimea

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
4. Si se determine numéirul submultimilor cu doua elemente ale multimii A = {1,2,3,4,5,6}.

5. Sa se calculeze probabilitatea ca, alegand un numéar din multimea A = {1,2,3,...,91}, acesta sa
fie divizibil cu 13.

6. Si se calculeze probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de dou#
cifre, acesta si fie cubul unui numéir natural.

Succes!

Cautati cu Google D_matematica_MT2 si rezolvati, de acolo, exercitii asemanatoare.



