
MATRICE. DETERMINAN�I.

ION CICU

Abstract. Materialul î³i propune o abordare strict la nivelul cerinµelor necesare rezolv rii problemelor care
apar în subiectul II al examenului de bacalaureat M2.

Pentru ceea ce avem noi nevoie în abordarea problemei 1 de la Subiectul II, este su�cient s  privim
o matrice1 ca pe un tablou cu linii ³i coloane.

Forma unei matrice este

A =


a1,1 a1,2 a1,3 · · · a1,n

a2,1 a2,2 a2,3 · · · a2,n
...

...
...

. . .
...

am,1 am,2 am,3 · · · am,n


Numerele ai,j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, sunt elementele matricei; i reprezint  indicele liniei, iar j

reprezint  indicele coloanei.

Se zice, în acest caz, c  avem o matrice cu m linii ³i n coloane, sau o matrice m× n ("m ori n").

Matricea

C =


a1,1

a2,1
...

am,1


se nume³te matrice coloan .

Matricea

L =
(
a1,1 a1,2 · · · a1,n

)
se nume³te matrice linie.

Matricea

A =


a1,1 a1,2 a1,3 · · · a1,n

a2,1 a2,2 a2,3 · · · a2,n
...

...
...

. . .
...

an,1 an,2 an,3 · · · an,n


se nume³te matrice p tratic  de ordin n.

Mulµimea matricelor p tratice de ordin n, cu elemente numere reale, se noteaz Mn(R).

1Cuvântul matrice se folose³te ³i la singular, ³i la plural; o matrice � dou  matrice.
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Matricea

In =


1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1


se nume³te matrice unitate de ordin n.

Majoritatea problemelor care apar în subiectele de bacalaureat se refer  la matrice p tratice de ordin
2 sau 3. Din acest motiv o s  exempli�c m operaµiile cu matrice folosind astfel de exemple.

Operaµii cu matrice.

1. Înmulµirea unei matrice cu un num r (scalar).

Se înmulµe³te �ecare element al matricei cu acel num r.

Dac 

A =

 a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

,

atunci

α ·A =

α · a1,1 α · a1,2 α · a1,3

α · a2,1 α · a2,2 α · a2,3

α · a3,1 α · a3,2 α · a3,3

.

2. Adunarea a dou  matrice.

Se adun  elementele care ocup  acela³i loc în cele dou  matrice.

Se adun  numai matricele de acela³i fel (care au acela³i num r de linii ³i acela³i num r de coloane).

Dac 

A =

 a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

 ³i B =

 b1,1 b1,2 b1,3

b2,1 b2,2 b2,3

b3,1 b3,2 b3,3

,

atunci

A+B =

 a1,1 + b1,1 a1,2 + b1,2 a1,3 + b1,3

a2,1 + b2,1 a2,2 + b2,2 a2,3 + b2,3

a3,1 + b3,1 a3,2 + b3,2 a3,3 + b3,3

.

3. Înmulµirea a dou  matrice.

Regula de înmulµire este "linie × coloan ". Fiecare element al lui A·B se obµine ca o sum  de produse
între elementele unei linii din prima matrice ³i elementele unei coloane din cea de a doua matrice.

Pentru o mai bun  înµelegere folosim ca exemplu dou  matrice p tratice de ordin 3 pe care le a³ez m
ca mai jos.
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× B =

 m n p
q r s
t u v



A =

 a b c
d e f
g h i

 A ·B =

 am+ bq + ct an+ br + cu ap+ bs+ cv
dm+ eq + ft dn+ er + fu dp+ es+ fv
gm+ hq + it gn+ hr + iu gp+ hs+ iv


Elementul a1,1 din matricea A · B este suma produselor dintre elementele primei linii a lui A ³i

elementele primei coloane a lui B (urm riµi cu atenµie primul element al lui A · B); elementul a1,2 din
matricea A · B este suma produselor dintre elementele primei linii a lui A ³i elementele celei de a doua
coloane a lui B ³i a³a mai departe; dac  urm riµi cu atenµie cum s-au format elementele lui A ·B, sigur veµi
înµelege.

Pentru matricele p tratice este adev rat  relaµia

A · In = In ·A = A

Dac  A ³i B sunt dou  matrice p tratice de ordin n, astfel încât

A ·B = B ·A = In,

atunci B se nume³te inversa matricei A ³i se noteaz  cu A−1.

Având numai aceste cuno³tinµe putem deja rezolva o serie de probleme care apar în Subiectul II.

Exerciµiile sunt luate tot din variantele propuse de c tre Centrul Naµional pentru Curriculum ³i
Evaluare în Înv µ mântul Preuniversitar pentru bacalaureatul din 2009.

Ex. 1. Fie matricele A =
(

0 1
−1 0

)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
³i mulµimea G =

{
X ∈Mn(R) | X2 = −I2

}
,

unde X2 = X ·X.

a) S  se veri�ce c  A ∈ G.

b) S  se demonstreze c 
(

1
2

(X + I2)
)2

=
1
2
X, oricare ar � X ∈ G.

c) S  se demonstreze c  orice matrice p tratic  M de ordinul al doilea, cu elemente numere reale,

pentru care avem A ·M = M ·A, este de forma M =
(

x y
−y x

)
, unde x, y ∈ R.

Soluµie. a) Pentru a rezolva prima cerinµ  a problemei trebuie calculat A2 ³i v zut dac  obµinem

−I2, adic 
(
−1 0
0 −1

)
.

A³a cum se spune în enunµ, A2 = A ·A. S  calcul m folosind schema de mai sus.

×
(

0 1
−1 0

)

(
0 1
−1 0

) (
0 · 0 + 1 · (−1) 0 · 1 + 1 · 0
−1 · 0 + 0 · (−1) −1 · 1 + 0 · 0

)
A³adar, A2 =

(
−1 0
0 −1

)
= −I2.

b) Pentru rezolvarea acestei cerinµe nu este necesar s  scriem o matrice X, s  o adun m cu I2 ³i apoi
s  ridic m la puterea a doua.
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Având în vedere semni�caµia puterii a doua putem scrie(
1
2

(X + I2)
)2

=
(

1
2

(X + I2)
)
·
(

1
2

(X + I2)
)

=
1
4

(X2 +X · I2 + I2 ·X + I2
2 )

Având în vedere c  X ∈ G avem X2 = −I2. Pe de alt  parte X · I2 = I2 ·X = X (I2 este element
neutru pentru înmulµirea matricelor). De asemenea, I2

2 = I2.

Având în vedere cele de mai sus, putem scrie(
1
2

(X + I2)
)2

=
1
4

(−I2 +X +X + I2) =
1
4
· 2X =

1
2
X.

Aceast  cerinµ  se putea rezolva ³i altfel. Cunoa³teµi, înc  din clasa a VII-a, formula (a+b)2 = a2+2ab+b2.
Aceast  formul  se aplic  ³i pentru dou  matrice X ³i Y dac  X · Y = Y ·X (de regul  X · Y 6= Y ·X). În
cazul nostru X · I2 = I2 ·X = X, ³i atunci(

1
2

(X + I2)
)2

=
1
4

(X2 + 2X + I2),

iar în continuare proced m ca mai sus.

c) Atenµie! De regul , la o astfel de cerinµ  se gre³e³te deoarece mulµi elevi consider M =
(

x y
−y x

)
³i veri�c  relaµia A ·M = M ·A. Trebuie de fapt s  proced m invers; s  lu m o matrice M =

(
a b
c d

)
³i

s  ar t m c  dac  A ·M = M ·A, atunci a = d (pe a îl vom nota x) ³i b = −c (pe b îl vom nota y).

Fie M =
(
a b
c d

)
.

Calcul m A ·M

×
(

a b
c d

)

(
0 1
−1 0

) (
0 · a+ 1 · c 0 · b+ 1 · d
−1 · a+ 0 · c −1 · b+ 0 · d

)
Avem deci A ·M =

(
c d
−a −b

)
.

Calcul m M ·A

×
(

0 1
−1 0

)

(
a b
c d

) (
a · 0 + b · (−1) a · 1 + b · 0
c · 0 + d · (−1) c · 1 + d · 0

)
Avem deci M ·A =

(
−b a
−d c

)
.

Trebuie s  avem A ·M = M ·A, adic 
(

c d
−a −b

)
=
(
−b a
−d c

)
.

Dou  matrice sunt egale dac  elementele lor sunt respectiv egale.
a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 · · · am,n

 =


b1,1 b1,2 · · · b1,n

b2,1 b2,2 · · · b2,n
...

...
. . .

...
bm,1 bm,2 · · · bm,n

 ⇔ ai,j = bi,j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.
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A³adar,


c = −b
d = a
−a = −d
−b = c

, ceea ce înseamn  a = d = x ³i b = y, iar c = −y.

În concluzie, M =
(

x y
−y x

)
.

Ex. 2. Fie matricele Ax =

 2009x 0 0
0 1 0
0 x 1

, cu x ∈ R, ³i mulµimea G = {Ax | x ∈ R} ⊂ M3(R).

a) S  se veri�ce c  I3 ∈ G, unde I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

b) S  se demonstreze c  Ax ·Ay = Ax+y, oricare ar � x, y ∈ R.

c) S  se arate c  G = {Ax | x ∈ R} este grup în raport cu înmulµirea matricelor.

Soluµie. a) Este su�cient s  g sim o valoare a lui x astfel încât în loc de a1,1 = 2009x s  obµinem 1,
iar în loc de a3,2 = x s  obµinem 0.

Din cele de mai sus este evident c  pentru x = 0 obµinem

A0 =

 20090 0 0
0 1 0
0 0 1

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3.

A³adar I3 ∈ G.

b) Ax =

 2009x 0 0
0 1 0
0 x 1

, iar Ay =

 2009y 0 0
0 1 0
0 y 1

. Calcul m

Ax ·Ay =

 2009x 0 0
0 1 0
0 x 1

·
 2009y 0 0

0 1 0
0 y 1

=

 2009x · 2009y 0 0
0 1 0
0 x+ y 1

 =

=

 2009x+y 0 0
0 1 0
0 x+ y 1

 = Ax+y.

c) Pentru a putea r spunde la aceast  cerinµ  trebuie s  ³tim ce înseamn  "a � grup". Chiar dac  nu
face obiectul articolului de faµ  vom aminti de�niµia grupului.

O mulµime G, înzestrat  cu o operaµie ∗, se nume³te grup dac :

1. G este parte stabil  în raport cu operaµia ∗

Pentru orice x, y ∈ G avem x ∗ y ∈ G

2. Operaµia ∗ este asociativ 

Pentru orice x, y, z ∈ G avem (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)

3. Operaµia ∗ are un element neutru

Exist  e ∈ G astfel încât x ∗ e = e ∗ x = x, pentru orice x ∈ G

4. Orice element din G are un simetric în raport cu operaµia ∗

Pentru orice x ∈ G exist  x′ ∈ G astfel încât x ∗ x′ = x′ ∗ x = e
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Dac  operaµia ∗ este ³i comutativ 

Pentru orice x, y ∈ G avem x ∗ y = y ∗ x

atunci spunem c  grupul este comutativ, sau abelian.2

Ne întoarcem acum la rezolvarea punctului c).

Faptul c  G este parte stabil  în raport cu înmulµirea matricelor rezult  din punctul b) al problemei.

Dac  Ax, Ay ∈ G, atunci, din b), avem Ax ·Ay = Ax+y, care este element al lui G.

Pentru asociativitate este su�cient s  spunem "în general, înmulµirea matricelor este asociativ " (s-a
demonstrat cândva în clasa a XI-a).

A³adar, în general, înmulµirea matricelor este asociativ .

Dac  µinem neap rat, putem ³i demonstra; este foarte simplu. Trebuie ar tat c 

(Ax ·Ay) ·Az = Ax · (Ay ·Az) .

Avem (Ax ·Ay) · Az = Ax+y · Az = A(x+y)+z ³i Ax · (Ay ·Az) = Ax · Ay+z = Ax+(y+z). Cum
(x+ y) + z = x+ (y + z) (sunt numere reale), avem A(x+y)+z = Ax+(y+z), ceea ce justi�c  asociativitatea.

Elementul neutru exist ; este I3 despre care am ar tat c  aparµine lui G la punctul a).

Trebuie ar tat c  orice element are un simetric.

Vom folosi din nou punctele a) ³i b) din problem .

Not m simetricul lui Ax cu Ax′ . Trebuie s  avem

Ax ·Ax′ = Ax′ ·Ax = I3.

Cum I3 = A0 ³i Ax ·Ax′ = Ax′ ·Ax = Ax+x′ , va trebui s  avem

x+ x′ = 0,

de unde
x′ = −x.

A³adar, orice element Ax din G are un simetric A−x, care este în G.

Am veri�cat cele patru propriet µi, deci G este grup în raport cu înmulµirea matricelor.

*

* *

O noµiune important  care apare în Subiectul II al examenului de bacalaureat este cea de determinant.

Determinantul este un num r pe care îl putem asocia unei matrice p tratice.

Matricei A =
(
a b
c d

)
îi asociem num rul det(A) =

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣.
Matricei A =

 a b c
d e f
g h i

 îi asociem num rul det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣.
S  vedem cum a� m concret num rul det(A).

Pentru determinantul de ordin 2 (cel asociat matricei de ordin 2) avem

det(A) =
∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = a · d− b · c.

2Dup  numele matematicianului norvegian Niels Henrik Abel (1802 � 1829).
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Pentru determinantul de ordin 3 (cel asociat matricei de ordin 3) avem

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i
a b c
d e f

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a · e · i+ d · h · c+ g · b · f − c · e · g − f · h · a− i · b · d

Regula de mai sus, pentru a calcula un determinant de ordinul 3, este cunoscut  sub numele de
"regula lui Sarrus". Urm riµi cu atenµie cele dou  linii scrise cu ro³u ³i apoi modul de calcul!

Exist  ³i alte reguli de calcul; regula triunghiului, dezvoltarea dup  minori. Pentru moment este
su�cient s  cunoa³tem aceast  regul .

S  rezolv m împreun  câteva exerciµii, ³i în m sura în care este necesar, s  complet m cu noµiuni
teoretice.

Ex. 3. Se consider  determinantul ∆ =

∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣ cu a, b, c ∈ R.

a) �tiind c  a = −1, b = 0 ³i c = 1, s  se calculeze determinantul ∆.

b) S  se arate c  ∆ = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca), (∀) a, b, c ∈ R.

c) S  se rezolve în mulµimea numerelor reale ecuaµia

∣∣∣∣∣∣
2x 1 1
1 2x 1
1 1 2x

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Soluµie. a) Înlocuind pe a, b ³i c avem ∆ =

∣∣∣∣∣∣
−1 0 1
1 −1 0
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 1
1 −1 0
0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1) · (−1) ·

(−1) + 1 · 1 · 1 + 0 · 0 · 0− 1 · (−1) · 0− 0 · 1 · (−1)− (−1) · 0 · 1 = −1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0.

b) Îmi cer scuze! Nu ³tiu s  rezolv acest punct, dar folosind rezultatul de la b), îl voi rezolva pe c).

c) Determinantul de la punctul c) seam n  cu determinantul ∆. E su�cient s  punem în loc de a pe
2x, iar în loc de b ³i c pe 1.

Avem

∣∣∣∣∣∣
2x 1 1
1 2x 1
1 1 2x

∣∣∣∣∣∣= (2x+1+1)
(
(2x)2 + 12 + 12 − 2x · 1− 1 · 1− 1 · 2x

)
= (2x+2)(22x−2·2x+1) =

(2x + 2)(2x − 1)2 (Am folosit rezultatul de la punctul b).

Trebuie s  rezolv m a³adar ecuaµia

(2x + 2)(2x − 1)2 = 0.

Un produs este 0 dac  cel puµin un factor este 0.

Cum 2x > 0, evident 2x + 2 6= 0. R mâne (2x− 1)2 = 0, sau 2x− 1 = 0, de unde 2x = 1 ³i deci x = 0.

În timp ce rezolvam punctul c) mi-am amintit cum se poate rezolva punctul b). Am chiar dou 
soluµii, una muncitoreasc , alta elegant .

b) (muncitore³te) Calcul m cu regula lui Sarrus determinantul ∆.

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣ = ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a
a b c
c a b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a3 + c3 + b3 − cab− bca− abc = a3 + b3 + c3 − 3abc.

Rezultatul obµinut nu este cel a³teptat, dar tot primesc ceva puncte.
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Acum, iau rezultatul la care trebuie s  ajung, fac calculele, ³i dac  ajung la a3 + b3 + c3 − 3abc
înseamn  c  egalitatea este demonstrat .

S  trecem la treab .

(a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca) = a3 + ab2 + ac2 − a2b − a2c − abc + a2b + b3 + bc2 − ab2 −
abc− b2c+ a2c+ b2c+ c3 − abc− ac2 − bc2 = a3 + b3 + c3 − 3abc (³i am terminat).

b) (elegant) Trebuie s  cunoa³tem câteva propriet µi ale determinanµilor.

1. Valoarea unui determinant nu se modi�c  dac  la elementele unei linii (coloane) se adun  elementele
altei linii (coloane), chiar înmulµite cu un acela³i num r nenul.∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a+ α · d b+ α · e c+ α · f

d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣
2. Înmulµirea unui determinant cu un num r se face înmulµind elementele unei linii (coloane) cu acel

num r.

α ·

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
α · a α · b α · c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣
3. Valoarea unui determinant care sub (deasupra) diagonalei principale are numai 0 este egal  cu

produsul elementelor de pe diagonala principal .∣∣∣∣∣∣
a b c
0 e f
0 0 i

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a 0 0
d e 0
g h i

∣∣∣∣∣∣ = a · e · i

Mai sunt ³i alte propriet µi, dar deocamdat  acestea sunt su�ciente. Trecem la rezolvare.

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣ = (proprietatea 1)

∣∣∣∣∣∣
a+ c+ b a+ b+ c a+ b+ c

b a c
c b a

∣∣∣∣∣∣ = (proprietatea 2) (a+ b+ c)∣∣∣∣∣∣
1 1 1
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣= (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca) (ultimul determinant se calculeaz  u³or cu regula lui

Sarrus.)

Ex. 4. În mulµimeaM2(R) not m cu At transpusa matricei A.

a) S  se calculeze I2 + It
2, unde I2 =

(
1 0
0 1

)
.

b) S  se demonstreze c  pentru orice A ∈M2(R) ³i m ∈ R are loc relaµia (mA)t = mAt.

c) S  se determine matricele A ∈M2(R) pentru care A+At = O2, unde O2 =
(

0 0
0 0

)
.

Pentru o matrice A =
(
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)
, matricea transpus  este At =

(
a1,1 a2,1

a1,2 a2,2

)
.

Liniile au devenit coloane ³i coloanele au devenit linii.

a) I2 =
(

1 0
0 1

)
, iar It

2 =
(

1 0
0 1

)
. Atunci I2 + It

2 =
(

1 0
0 1

)
+
(

1 0
0 1

)
=
(

2 0
0 2

)
= 2I2.

b) Fie A =
(
a b
c d

)
o matrice dinM2(R); atunci mA =

(
ma mb
mc md

)
.

Rezult  (mA)t =
(
ma mc
mb md

)
(1)
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Pe de alt  parte At =
(
a c
b d

)
³i atunci mAt =

(
ma mc
mb md

)
(2)

Din (1) ³i (2) rezult  (mA)t = mAt.

c) Dac  A =
(
a b
c d

)
, atunci At =

(
a c
b d

)
. Cu aceasta, relaµia din enunµ devine

(
a b
c d

)
+
(
a c
b d

)
=
(

0 0
0 0

)
,

sau (
2a b+ c
c+ b 2d

)
=
(

0 0
0 0

)
.

Din egalitatea a dou  matrice obµinem

 2a = 0
b+ c = 0
2d = 0

, de unde a = d = 0 ³i b = −c.

A³adar, A =
(

0 b
−b 0

)
.

Ex. 5. Se consider  matricele A =

 −1 1 3
−2 2 6
−3 3 9

, I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

, ³i B = A− I3.

a) S  se calculeze determinantul matricei A.

b) S  se calculeze A2 −B2, unde A2 = A ·A ³i B2 = B ·B.

c) S  se arate c  inversa matricei B este B′ =
1
9
A− I3.

Soluµie: Avem det(A) =

∣∣∣∣∣∣
−1 1 3
−2 2 6
−3 3 9

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 3
−2 2 6
−3 3 9
−1 1 3
−2 2 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −18− 18− 18 + 18 + 18 + 18 = 0.

Puteam scrie direct det(A) = 0, dac  ³tiam o proprietate a determinanµilor:

Valoarea unui determinant care are dou  linii (coloane) egale sau proporµionale este egal  cu 0.

b) Avem A2 = A ·A =

 −1 1 3
−2 2 6
−3 3 9

 ·
 −1 1 3
−2 2 6
−3 3 9

 =

 −10 10 30
−20 20 60
−30 30 90

.

Din enunµ B = A− I3 =

 −1 1 3
−2 2 6
−3 3 9

−
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

=

 −2 1 3
−2 1 6
−3 3 8

,

³i atunci B2 =

 −2 1 3
−2 1 6
−3 3 8

·
 −2 1 3
−2 1 6
−3 3 8

=

 −7 8 24
−16 17 48
−24 24 73

.

De aici A2 −B2 =

 −3 2 6
−4 3 12
−6 6 17

.

Problema se poate rezolva ³i altfel. Dac  dou  matrice A ³i B comut  (adic  este adev rat  relaµia
A ·B = B ·A), atunci formula A2 −B2 = (A−B)(A+B) r mâne adev rat  (³i pentru matrice).

Dar A ·B = A · (A− I3) = A2 −A, iar BA = (A− I3) ·A = A2 −A, ceea ce arat  c  A ·B = B ·A,
a³adar se poate aplica formula.
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Avem A2 −B2 = (A−B)(A+B)

Din B = A−I3 deducem c  A−B = I3, atunci A2−B2 = I3 ·(A+B) = A+B = A+A−I3 = 2A−I3.

A³adar,

A2−B2 = 2 ·

 −1 1 3
−2 2 6
−3 3 9

−
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

=

 −2 2 6
−4 4 12
−6 6 18

−
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

=

 −3 2 6
−4 3 12
−6 6 17

.

Surprinz tor, am obµinut acela³i r spuns!

c) Folosim de�niµia inversei prezentat  mai sus; calcul m a³adar B ·B′ ³i B′ ·B, iar rezultatul trebuie
s  �e în ambele cazuri I3. Acest calcul este posibil de f cut pentru c  ni se spune care ar trebui s  �e
inversa lui B.

Avem B ·B′ = (A− I3)
(

1
9
A− I3

)
=

1
9
A2 −A− 1

9
A+ I3 =

1
9
A2 − 10

9
A+ I3.

Din punctul b) avem A2 =

 −10 10 30
−20 20 60
−30 30 90

= 10 ·

 −1 1 3
−2 2 6
−3 3 9

= 10A.

Revenind, putem scrie B ·B′ = 10
9
A− 10

9
A+ I3 = I3.

Analog, B′ ·B =
(

1
9
A− I3

)
(A−I3) =

1
9
A2− 1

9
A−A+I3 =

1
9
A2− 10

9
A+I3 =

10
9
A− 10

9
A+I3 = I3.

În leg tur  cu inversa unei matrice, în subiectele de bacalaureat mai apar probleme în care se cere
"s  se arate c  matricea A are invers ", f r  a � necesar s  o ³i calcul m. În acest caz folosim urm torul
rezultat:

O matrice p tratic  A este inversabil  (are invers , este nesingular ) dac  ³i numai dac  det(A) 6= 0.

Acest lucru ne permite (în principiu) s  evit m unul dintre calculele de mai sus; într-adev r, odat 
ce am calculat B · B′ = I3, acest lucru ne arat  c  det(B) 6= 0, deci B este inversabil , ³i atunci avem
B−1 = B−1(B ·B′) = B′.

Dac  problema cere s  g sim noi inversa, atunci chiar c  suntem încolµiµi! Trebuie s  ³tim despre
minorii unui element, matricea transpus , ³i matricea adjunct . Având în vedere num rul redus de cerinµe
de acest fel, nu insist m. Dac  µineµi neap rat, ad ugaµi un comentariu, ³i vom reveni.


