MATRICE. DETERMINANTI.

ION CICU

ABSTRACT. Materialul igi propune o abordare strict la nivelul cerintelor necesare rezolvarii problemelor care
apar in subiectul II al examenului de bacalaureat M2.

Pentru ceea ce avem noi nevoie in abordarea problemei 1 de la Subiectul II, este suficient sa privim
o matrice' ca pe un tablou cu linii si coloane.

Forma unel matrice este

a1 a2 arsz - A1p

a1 G2 a3 - A2n
A= .

m,1 Gm2 am3 - (amn

Numerele a;;, 1 <7 < m, 1 < j < n, sunt elementele matricei; ¢ reprezinta indicele liniei, iar j
reprezinta indicele coloanei.

Se zice, In acest caz, cd avem o matrice cu m linii §i n coloane, sau o matrice m x n ("m ori n").

Matricea

ai
az1
C =
am,1
se numeste matrice coloana.
Matricea
L= (a1,1 aiz - al,n)
se numeste matrice linie.
Matricea
a1 a2 a3 o Gip
a1 Q22 G23 -+ Ap
A= . .
an,1 Qan2 0an3 - GQpn

se numeste matrice patratica de ordin n.

Multimea matricelor patratice de ordin n, cu elemente numere reale, se noteaza M, (R).

!Cuvantul matrice se foloseste si la singular, si la plural; o matrice — dous matrice.
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Matricea
10 0 0
0 1 0 0
L= |: : Do
0 0 10
0 0 0 1
se numeste matrice unitate de ordin n.
Majoritatea problemelor care apar in subiectele de bacalaureat se referd la matrice patratice de ordin
2 sau 3. Din acest motiv o si exemplificim operatiile cu matrice folosind astfel de exemple.

Operatii cu matrice.

1. Inmultirea unei matrice cu un numair (scalar).

Se inmulteste fiecare element al matricei cu acel numér.

Daci
a1 a2 a3
A= [ a1 a2 a3 |,
as1 as2 0ass3
atunci
a-air @-aly a-alg
a-A= Qa-az] -a2 Q-a3
« - CL371 Q-asz «- a373

2. Adunarea a doua matrice.

Se aduna elementele care ocupi acelasi loc in cele doud matrice.

Se adund numai matricele de acelasi fel (care au acelagi numér de linii gi acelagi numér de coloane).

Daca
a1 ar2 aig big b2 bi3
A= | a1 agp a3 | siB= | ba1 b22 bog
as1 az2 asgs bs1 D32 b33
atunci
a1 +big ar2+big aiz+big
A+B= |[ag1+0by1 aso+bao as3z+bas
azy +b31 azo+b32 aszs+ b33

3. Inmultirea a doui matrice.

Regula de inmultire este "linie x coloand". Fiecare element al lui A- B se obtine ca o suma de produse
intre elementele unei linii din prima matrice gi elementele unei coloane din cea de a doua matrice.

Pentru o mai buni intelegere folosim ca exemplu doud matrice patratice de ordin 3 pe care le agezdm
ca mai jos.
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m b
X B= q r s
t v

a b ¢ am—+bg+ct an—+br+cu ap+bs+cv
A= d e f A-B=| dn+eg+ ft dn+er+ fu dp+es—+ fv
g h i gm+hq+it gn+hr+iu gp+ hs+iv

Elementul a1 din matricea A - B este suma produselor dintre elementele primei linii a lui A si
elementele primei coloane a lui B (urmdriti cu atentie primul element al lui A - B); elementul a;2 din
matricea A - B este suma produselor dintre elementele primei linii a lui A si elementele celei de a doua
coloane a lui B si aga mai departe; dacd urmariti cu atentie cum s-au format elementele lui A - B, sigur veti
intelege.

Pentru matricele patratice este adevarata relatia

]A-Inzln.A:A

Daca A ¢i B sunt dou# matrice patratice de ordin n, astfel incat
A-B=B-A=1,,

atunci B se numeste inversa matricei A si se noteazi cu A~L.

Avand numai aceste cunostinte putem deja rezolva o serie de probleme care apar in Subiectul II.

Exercitiile sunt luate tot din variantele propuse de cédtre Centrul National pentru Curriculum si
Evaluare in Invatidméantul Preuniversitar pentru bacalaureatul din 2009.

0 1

Ex. 1. Fie matricele A = ( 10

unde X2 =X - X.

a) Sa se verifice cd A € G.

>7 I, = < é (1) > si multimea G = {X € M,(R) | X2 = _[2}7

1 !
b) Si se demonstreze ca (2(X + Ig)) = §X, oricare ar fi X € G.

¢) S se demonstreze ci orice matrice patratica M de ordinul al doilea, cu elemente numere reale,

pentru care avem A - M = M - A, este de forma M = < _xy Z ), unde z,y € R.

Solutie. a) Pentru a rezolva prima cerin{i a problemei trebuie calculat A? si vizut daca obtinem
.. (-1 0
—1I, adica ( 0 —1 >

Asa cum se spune in enunt, A2 = A - A. Si calculdam folosind schema de mai sus.

X ( _01 B >
( —01 (1) > < —01.-00++10. -((_—1{) —01‘ -11++1d '00 >

Agadar, A% = < _01 _01 ) =—1I.

b) Pentru rezolvarea acestei cerinte nu este necesar s scriem o matrice X, sa o adunam cu I i apoi
sa ridicam la puterea a doua.
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Avand in vedere semnificatia puterii a doua putem scrie
1 ! 1 1, )
§(X+12) = §(X+Iz) . §(X+12) :1(X +X L+ X+ 15)

Avand in vedere ca X € G avem X? = —I,. Pede alta parte X - Ih =1, - X = X (I3 este element
neutru pentru inmultirea matricelor). De asemenea, 122 = Is.

Avand in vedere cele de mai sus, putem scrie
Lxan)) =M nixexen=toxelx
2 YT YTyt T e

Aceasta cerinta se putea rezolva si altfel. Cunoasteti, inca din clasa a Vll-a, formula (a+b)? = a®+2ab+ b2
Aceasta formuli se aplica si pentru dous matrice X si Y dacd X -Y =Y - X (deregula X -Y #Y -X). In
cazul nostru X - Iy = I - X = X, i atunci

1 S
<5X+50 :jXﬂQX+bL

iar in continuare proceddam ca mai sus.

T
Y

)

si

c¢) Atentie! De regul, la o astfel de cerintd se gregeste deoarece multi elevi considerda M = <

Y

x

si verifica relatia A- M = M - A. Trebuie de fapt sa procedam invers; sa ludm o matrice M = ( (é 2 )
)

sa aratam cd daca A- M = M - A, atunci a = d (pe a il vom nota x) si b = —c (pe b il vom nota y).

. a b
FleM—<c d)'

Calculam A- M

e )

0 1 O-a+1-c 0-b+1-d
-1 0 —1-a+0-¢ —-1-b+0-d

AvemdeciA-M:< ¢ d )

—a —b
Calculam M - A

S G 0 )
(o) (aora oy et

Avem deci M - A = ( —b a>'
—d ¢

Trebuie s& avem A- M = M - A, adica ¢ d = —b a )
—a —b —d c

Doua matrice sunt egale daca elementele lor sunt respectiv egale.

ai1  ar2 v Algp big big - bin
a1 G2 “++ A2p bo1 beo - ban

S

Gm,1 Gm2 **° Amn bm,l bm,2 m,n
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c=-b
Asadar, _:f _g - ceeace inseamnd a=d=2x g b=y, iar c = —y.
-b=c
In concluzie, M = < Ty > .
2009*
Ex. 2. Fie matricele A, = 0

0
0 ), cuz € R, gi multimea G = {A; | x € R} C M3(R).
1

0

1

0
1
T
1
a) Si se verifice cd I3 € G, unde I3 = | 0

b) Sa se demonstreze ca A, - Ay = Ay, oricare ar fi z,y € R.

c) Sa se arate cd G = {A; | * € R} este grup in raport cu inmultirea matricelor.

Solutie. a) Este suficient sa gasim o valoare a lui x astfel incat in loc de a;; = 2009 sa obtinem 1,
iar in loc de ag2 = x sa obtinem 0.

Din cele de mai sus este evident ca pentru = = 0 obtinem

2009° 0 0 100
Ay = 0 1 0 |J=10 10 |=1I3
0 0 1 0 01
Agadar I3 € G.
2009* 0 O 2009Y 0 O
b) A, = 0 1 0 |,iar 4y = 0 1 0 |. Calculam
0 z 1 0 y 1
2009* 0 O 2009Y 0 O 20097 - 2009 0 0
Ay - Ay = 0 1 0 |- 0 1 0 |= 0 1 0]=
0 z 1 0 y 1 0 r+y 1
20097 Y 0 0
= 0 1 0 | =Asqy.
0 rz+y 1

¢) Pentru a putea rdspunde la aceasti cerinta trebuie si stim ce inseamna "a fi grup". Chiar dacd nu
face obiectul articolului de fatd vom aminti definitia grupului.

O multime G, inzestrata cu o operatie %, se numegte grup daca:

1. G este parte stabila in raport cu operatia *

’Pentru orice z,y € G avem x *x y € G‘

2. Operatia * este asociativa

’Pentru orice x,y,z € G avem (x*y)*z:x*(y*z)‘

3. Operatia * are un element neutru

’Exista e € G astfel incat x * e = e x x = x, pentru orice x € G‘

4. Orice element din G are un simetric in raport cu operatia

’Pentru orice x € G existd 2’ € G astfel incat zx 2’ =2/ v = e‘
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Daca operatia * este gi comutativa

Pentru orice z,y € G avem x xy =y x x

atunci spunem ci grupul este comutativ, sau abelian.?

Ne intoarcem acum la rezolvarea punctului c).

Faptul ca G este parte stabild in raport cu inmultirea matricelor rezultd din punctul b) al problemei.
Daca A, Ay € G, atunci, din b), avem A, - A, = A4, care este element al lui G.

Pentru asociativitate este suficient sa spunem "in general, inmultirea matricelor este asociativa" (s-a
demonstrat candva in clasa a XI-a).

Agadar, in general, inmultirea matricelor este asociativa.

Daca tinem neaparat, putem si demonstra; este foarte simplu. Trebuie aratat ci
(Ag-Ay)- A, =A, - (Ay - A).

Avem (A, - Ay) - As = Agry - Ae = Apege 5 Ay - (A4 A2) = Ay~ Ay = Ap(yrn). Cum
(x+y) +2 =2+ (y+2) (sunt numere reale), avem A(,y,yy. = Ayp (412, ceea ce justificd asociativitatea.

Elementul neutru existi; este I3 despre care am aridtat cd apartine lui G la punctul a).
Trebuie ardtat ci orice element are un simetric.
Vom folosi din nou punctele a) gi b) din problema.
Notam simetricul lui A, cu A,/. Trebuie si avem
Ay - Ay = Ay - Ap = 1.
Cum I3 =Apsi Ay - Ay = Ay - Ay = Ay, va trebui sa avem
x+a2 =0,

de unde
T = —x.

Agadar, orice element A, din G are un simetric A_,, care este in G.

Am verificat cele patru proprietiti, deci G este grup in raport cu inmultirea matricelor.

* ok

O notiune importanta care apare in Subiectul II al examenului de bacalaureat este cea de determinant.

Determinantul este un numar pe care il putem asocia unei matrice patratice.

Matricei A = < a b ) ii asociem numadrul det(A) = a b
c d d
a b c a b c
Matricei A= | d e f | ii asociem numdarul det(A)=|d e f
g h i g h i

Sa vedem cum aflim concret numéarul det(A).

Pentru determinantul de ordin 2 (cel asociat matricei de ordin 2) avem

a b

det(A) = d

‘:a-d—lrc.

2Dupé numele matematicianului norvegian Niels Henrik Abel (1802 — 1829).
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Pentru determinantul de ordin 3 (cel asociat matricei de ordin 3) avem

a b ¢

a b ¢ d e f
det(A)=|d e f|=|g h i |=a-e-i+d-h-c+g-b-f—c-e-g—f-h-a—i-b-d

g h i a b c

d e f

Regula de mai sus, pentru a calcula un determinant de ordinul 3, este cunoscutd sub numele de
"regula lui Sarrus". Urmadriti cu atentie cele doua linii scrise cu rogu gi apoi modul de calcul!

Exista gi alte reguli de calcul; regula triunghiului, dezvoltarea dupa minori. Pentru moment este
suficient sd cunoagtem aceastd regula.

Sa rezolvam impreund cateva exercitii, si in mésura in care este necesar, s completdm cu notiuni
teoretice.

a b c
Ex. 3. Se considerd determinantul A=| ¢ a b |cua,b,ceR.
b ¢ a
a) Stiind cd a = —1, b =081 ¢ = 1, si se calculeze determinantul A.
b) Sa se arate cd A = (a+ b+ c)(a? +b? + ¢ — ab — be — ca), (V) a,b,c € R.
27 1 1
¢) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia | 1 2% 1 | =0.
1 1 27
-1 0 1
-1 0 1 1 -1 0
Solutie. a) Inlocuind pea,bgsicavem A= 1 -1 0 |=| 0 1 —1|=(-1)-(-1)-
0 1 -1 -1 0 1
1 -1 0

(~1)+1-1-140-0-0—1-(=1)-0—0-1-(=1) = (=1)-0-1=—1+1+0+0+0+0=0.
b) Imi cer scuze! Nu stiu sd rezolv acest punct, dar folosind rezultatul de la b), il voi rezolva pe c).

c¢) Determinantul de la punctul ¢) seaména cu determinantul A. E suficient sd punem in loc de a pe
2% iar in loc de b si ¢ pe 1.

20 1 1
Avem | 1 2% 1 |=(2%+141)((2")2+12+12-27-1—-1-1—1-2%) = (2742)(227—-2.27+1) =
1 1 2°

(2% +2)(2% — 1)? (Am folosit rezultatul de la punctul b).
Trebuie sa rezolvam asadar ecuatia
(27 +2)(2° - 1) = 0.
Un produs este 0 daca cel putin un factor este 0.
Cum 2% > 0, evident 2% +2 # 0. Ramane (2° —1)? = 0, sau 2 — 1 = 0, de unde 2% = 1 si deci = 0.

In timp ce rezolvam punctul ¢) mi-am amintit cum se poate rezolva punctul b). Am chiar doud
solutii, una muncitoreasci, alta eleganta.

b) (muncitoregte) Calculdam cu regula lui Sarrus determinantul A.

a b c

a b c c a b
A=lc a b|=A=|b ¢ al|=a+c+b—cab—bca— abc=a>+ b3+ — 3abe.

b ¢ a a b c

c a b

Rezultatul obtinut nu este cel agteptat, dar tot primesc ceva puncte.
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Acum, iau rezultatul la care trebuie si ajung, fac calculele, si dacd ajung la a® + b® + ¢3 — 3abc
inseamné ca egalitatea este demonstrata.

Sa trecem la treaba.

(a+b+c)(a®+b%+ % —ab—bc—ca) = a®+ ab® + ac® — a®b — a’c — abc + a?b + b3 + bc? — ab? —
abc — b?c + a’c + b2c + ¢ — abe — ac® — bc? = a® + b® + ¢ — 3abe (si am terminat).

b) (elegant) Trebuie si cunoagtem cateva proprietati ale determinantilor.

1. Valoarea unui determinant nu se modifica daca la elementele unei linii (coloane) se aduna elementele
altei linii (coloane), chiar inmultite cu un acelagi numéar nenul.

a b ¢ at+a-d b+a-e ct+a-f
d e f|= d e f
g h 1 g h i

2. Inmultirea unui determinant cu un numadr se face inmultind elementele unei linii (coloane) cu acel
Numar.

c a-a a-b a-c
fl= d e
i g h i

>0 o

Q
Q@ Q.

3. Valoarea unui determinant care sub (deasupra) diagonalei principale are numai 0 este egald cu
produsul elementelor de pe diagonala principala.

a b c a 0 0
0 e fl=|d e 0|=a-e-1
0 0 1 g h i

Mai sunt si alte proprietéti, dar deocamdati acestea sunt suficiente. Trecem la rezolvare.

a b c a+c+b a+b+c a+b+c
A=|c a b |= (proprietatea 1) b a c = (proprietatea 2) (a+b+c)
b ¢ a c b a
1 11
c a bl|=(a+b+c)a®+b>+c?—ab— be— ca) (ultimul determinant se calculeazi usor cu regula lui
b ¢ a
Sarrus.)

Ex. 4. In multimea Mz (R) notim cu A! transpusa matricei A.

a) Sa se calculeze I + I}, unde I = ( (1) (1) )

b) Sa se demonstreze ci pentru orice A € M3 (R) si m € R are loc relatia (mA)" = mA".

c) Sa se determine matricele A € My(R) pentru care A + Al = Oy, unde O = < 8 8 >

. a1l a . B a a
Pentru o matrice A = L7120 “matricea transpusa este AP = L2l
a1 a2 ai2 a2

Liniile au devenit coloane si coloanele au devenit linii.

3)12:<(1) ?),iar[éz(é ?).Atuncih—l—]éz(

: a
b)FleA—<C d

I
/N O

b ) o matrice din Ms(R); atunci mA

g ma mc
Rezulta (mA)t = < mb md > (1)
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] . [(a c _ ) ¢ [ ma mc
Pe de alta parte A _<b d>§1 atunci mA _<mb md> (2)

Din (1) si (2) rezultd (mA)t = mA?.

c) Dacd A = ( ch Z ), atunci A" = ( Z cCl ) Cu aceasta, relatia din enunt, devine
a b a c\_ (00
c d b d) \0 0)
sau
2 b+c\ _ (00
c+b 2d L0 0
2a =0
Din egalitatea a dou# matrice obtinem ¢ b+c¢=0 ,deundea=d=0sgi b= —c.
2d=0
0 b
Asadar, A = < b 0 )
-1 1 3 1 00
Ex. 5. Se considerd matricele A=| -2 2 6 |,Is=| 0 1 0 |,siB=A—-1Is.
-3 3 9 0 0 1

a) Sa se calculeze determinantul matricei A.

b) Sa se calculeze A> — B? unde A> = A-Asi B?=B-B.

1
c) Sa se arate cd inversa matricei B este B = §A —Is.

-1 1 3
-1 1 3 -2 2 6
Solutie: Avem det(A)=| -2 2 6 |=| -3 3 9 |=-18—18—-18+18+ 18+ 18 =0.
-3 3 9 -1 1 3
-2 2 6

Puteam scrie direct det(A) = 0, daca stiam o proprietate a determinantilor:

Valoarea unui determinant care are doua linii (coloane) egale sau proportionale este egald cu 0.

-1 1 3 -1 1 3 —10 10 30
b) Avem A2=A-A=| -2 2 6 || 2 2 6 | = —20 20 60
-3 39 -3 39 -30 30 90
-1 1 3 1 00 -2 1 3
Dinenunt B=A—-I3=| -2 2 6 |- 0 1 0 |J=| -2 1 6 |,
-3 39 0 0 1 -3 3 8
-2 1 3 -2 1 3 -7 8 24
siatunci B2=| -2 1 6 |-| =2 1 6 |=| —-16 17 48
-3 3 8 -3 3 8 —24 24 73
-3 2 6
De aici A2 - B?>=| —4 3 12
-6 6 17

Problema se poate rezolva si altfel. Daca doud matrice A si B comuta (adicd este adeviratd relatia
A-B=B-A), atunci formula A? — B2 = (A — B)(A + B) rdméne adevarata (si pentru matrice).

Dar A-B=A-(A—1I3)=A? - A iar BA= (A—13)- A= A% — A, ceea ce arati ci A- B = B - A,
asadar se poate aplica formula.
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Avem A% — B2 = (A - B)(A+ B)
Din B = A—1I3 deducem ca A—B = I3, atunci A2~ B? = I3-(A+B) = A+B = A+ A—1I3 = 2A—1I;.

Asadar,
-1 1 3 100 -2 2 6 1 00 -3 2 6
A2-B2=2.| =2 2 6 |-l 010 |=[-4412]-|010]|=[ -4 3 12
-3 309 00 1 -6 6 18 00 1 -6 6 17

Surprinzitor, am obtinut acelagi raspuns!

¢) Folosim definitia inversei prezentata mai sus; calculam asadar B- B’ i B'- B, iar rezultatul trebuie

sd fie in ambele cazuri I3. Acest calcul este posibil de ficut pentru cd ni se spune care ar trebui si fie
inversa lui B.

Avem B- B = (A— Iy) <1A—13> :1A2—A—3A+13=1A2—%A+13.

9 9 9 9
—10 10 30 -1 1 3

Din punctul b) avem A2 = | —20 20 60 |=10-| —2 2 6 |=104.
—30 30 90 -3 39

10 10
Revenind, putem scrie B - B’ = jA - KA + I3 = 1I3.

1 1 1 1 10 10 10
Analog, BB= | -A—IL; | (A—I3) = -A?——A—-A+I; = —A’— — A+ = —A——A+L; = I
nalog, <9 3>( 3) 9 9 +13 9 9 +13 9 9 +i3 =13
In legatura cu inversa unei matrice, in subiectele de bacalaureat mai apar probleme in care se cere

"sd se arate cd matricea A are inversd", firad a fi necesar s o si calculam. In acest caz folosim urmatorul
rezultat:

O matrice patratica A este inversabild (are inversi, este nesingulard) daca si numai dacd det(A) # 0.

Acest lucru ne permite (in principiu) si evitdm unul dintre calculele de mai sus; intr-adevar, odatd
ce am calculat B - B’ = I3, acest lucru ne aratd ca det(B) # 0, deci B este inversabild, si atunci avem
B'=B"YB-B)=0B.

Daca problema cere sd gasim noi inversa, atunci chiar ca suntem incoltiti! Trebuie sa stim despre
minorii unui element, matricea transpusi, i matricea adjunctd. Avand in vedere numarul redus de cerinte
de acest fel, nu insistam. Dacd tineti neaparat, addugati un comentariu, i vom reveni.



