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Derivata unei functii. Interpretare geometrica

Definitii
Fie functia f:1 - R,I € R si xy € I un punct de acumulare al lui /.

1. Functia f are derivata in x, € I daca existd

lim f®) — /()

x=Xg X — Xg

Valoarea acestei limite notata f'(x,) se numeste derivata functiei f in punctul x,.

2. Functia f este derivabila in x, € I daca limita

) = tim T =S G)

X0 x_xo

exista si este finita.
3. Functia f este derivabila pe I daca este derivabila in orice punct x, € I.

e Multimea pe care functia este derivabila se numeste domeniu de derivabilitate.

e Functia f:] » R (unde J c I este domeniul de derivabilitate) care asociazi
fiecarui punct x, € ] numarul real f'(x,) se numeste derivata functiei f sau
functia derivata a functiei f.

Interpretarea geometrica a derivatei intr-un punct

Fie f:1 - R,I c R care admite derivatd in x, € I.
Din punct de vedere geometric, derivata functiei in x,, daca exista, reprezintd panta tangentei la

graficul functiei in punctul (xo, f(x,)).
e Daci f'(x,) este finita, ecuatia tangentei se scrie:
y = f(xo) = f'(x0) (x — xo).
e Daci f'(x,) = oo, tangenta la grafic in x, este paralela cu axa Ox si ecuatia ei este:

X = Xp.
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Daca f'(x,) = 0, tangenta este paraleld cu axa Ox si ecuatia ei este:

y = f(xo).

1. Functia constantd f: R = R, f(x) = ceR este derivabila pe R si

c'=0

2. Functia f:R = R, f(x) = x™, neN" este derivabild pe R si

(x™) = nx

n-1

3. Functia f:(0,0) - R, f(x) = x% a € R este derivabila pe (0, ) si

Cazuri particulare:

(x%) = ax* !
1

W) =3
1

) =

() =2 w00

4. Functia f:R = (0,0), f(x) = a*,a # 1,a > 0 este derivabilad pe R si

cu cazul particular:

(a*) =a*lna

() = e

5. Functia f: (0,0) = R, f(x) = Inx este derivabila pe (0, ) si

o1
(Inx) =

X

Observatie: Pentru functia f: (0,0) - R, f(x) = log, x obtinem:

(logq x) =

xlna
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6. Functiile f,g: R - [-1,1], f(x) =sinx, g(x) = cosx sunt derivabile pe R si

(sinx)’ = cosx

(cosx) = —sinx

7. Functia f:R — {g +krlke€ Z} — R, f(x) =tgx este derivabildi pe domeniul de

definitie si

1
cos? x

(tgx) =

8. Functia f: R — {km|keZ} - R, f(x) = ctgx este derivabila pe domeniul de definitie si

(ctgx) =

sin? x

9. Functia f:[-1,1] = [—gg] f(x) = arcsin x este derivabila pe (-1,1) si

(arcsinx)’ =

1—x2

1
Nepps

10. Functia f:[—1,1] = [0, ], f(x) = arccos x este derivabila pe (-1,1) si

11. Functia f:R — (

12) Functia f: R — (0,m), f(x) = arcctg x este derivabila pe R si

, -1
(arccosx) =

1—x2

) , f(x) = arctgx este derivabila pe R §i

(arctgx) =

1+x2

tct "=
(artctg x) 1722
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Operatii cu functii derivabile

e Dacid f,g : I = R sunt functii derivabile pe I, atunci f + g si f - g sunt derivabile pe I si

(F+9)' ) =f'(x) +g'(x)]
F-9)' () =f'(x)-g() +f(x)-g' ()]

Observatii

e Cele doua reguli de derivare se pot extinde pentru un numar finit de functii derivabile si

avem:

fitfot+f) =fA+fi+t+f

i for oo £ = D fifo o ficrfifirn o fo
k=1

(derivata unui produs de n factori este o suma de n termeni, in fiecare o functie fiind

derivata si celelalte nu).

Caz particular. Daca f; = f, = -+ = f, = [, rezulta

G =n-f f"

e Daca g este functia constanta, (c- f)' =c - f'.

Derivarea functiilor compuse

e Dacaf:] - Rsiu:l - J,uderivabila in orice punct x € I, iar f derivabila in
y = u(x) € J, atunci functia f°u este derivabila si

((Fow)' () = w'(x) - ' (u(x))}

Observatii
e Teorema se poate extinde la o compunere de mai multe functii. Pentru 3 functii avem:
(Fog°h)' (@) = h'(0) - g'(h() - f' (g(h(x)))-
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e Prin particularizarea functiei f se obtin urmatoarele reguli de derivare ale functiilor

compuse, pe domeniul de existenta:

1)|(u“)’ =au -u®?l, ae R| cu cazurile particulare:

o) = [ = ] [0 = -2

N
=

2)|(a“)’ =u'-a" lna| cu cazul particular|(e“)’ =u'-e"

|Anu) =u"-=

4)|(sinu)’ =u'- cosul; |(cosu)’ = —u'-sinu
5 |(tgw) =u'- Co;u ; |(ctgw) = —u' - Sinlzu
6)|(arcsinu)' = u'- 1iu2

7)|(arccosu)’ = —u’ ﬁ

8)|(arctgu)’ =u'- —

9)((arcctgu)’ = —u'- 1+1u2
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1) Se considerd functia f:R — R, f(x) = e* + x2. Si se calculeze

I f)-f@)
im —————,

x-1 x—1

¢ Din definitia derivatei

- f() = f(x)
m ) — S o)

xll)xo X — xo - f (xO).

Pentru x, = 1 obtinem

f)-f@

Mo W
Avem f'(x) = e* + 2x sideci f'(1) = e + 2.
Rezulta

x)—f(1
limf—( )= /@) =e+2.

x-1 x—1

2) Se considera functia f: R — {1} - R, f(x) = E Sa se calculeze

i L& —fCED
m --——:-".

x—>—1 x+1

¢ Din definitia derivatei

I fx)—f(=1D
im —————
x->-1 x+1

= f'(-1).

Calculam f'(x) folosind formula de derivare a catului.

Avem
oy X—1—-(x+1) -2
FO=—0"my ~a-
si
1
f-=-3
Rezulta

www. didactic.ro
-6-



@ l'd “'i -
&Y, O10QCTIC.(O www. didactic.ro

2 B

f@-feD
x—-1 x+1 2

3) Se considerd f:R* - R, f(x) = x3 + % Sa se calculeze

o f@) —F@)
m-——-.":

x-1 x—1

¢ Din definitia derivatei

LR (DR

x—1

Avem
f'(x) = 3x% — :—2
si
f'()=0,
deci
lim flx)—f(1) o,

-1 x-—1
4) Se considera functia f: (0,00) - R, f(x) = (x — 3) Inx. Sa se calculeze

lim L) —f@)
im————.

x-1 x—1

e Folosind regula de derivare a produsului, avem
1
f'(x) =Inx+ (x —3) -

Din definitia derivatei

PGl (O
si, cum

In1=0,f'(1) =-2,
rezulta ca limita ceruta este egald cu —2.

5) Se considera functia f: (0,00) = R, f(x) = vx — Inx. Si se calculeze
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y fx)-f4)
im————,

x—4 x—4

e Avem
1 1

f'(x)=ﬁ—;

si din definitia derivatei
- f) -4
lim—————

x4 x—4

=f'(4D.

Cum f'(4) = 0, rezulta
L) = f@) _
im————— = 0.
x-4  x—4

6) Se considerd f:R = R, f(x) = x2912 — 2012(x — 1) — 1. Si se calculeze f(0) + f'(0) si sa

se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abscisd x, = 1.

e Avem
f'(x) =2012- x%011 _ 2012

si deci
f()+ f'(0) =2012—-1—-2012 = —1.

Ecuatia tangentei este

y— f(x0) = f'(x0) (x — x0)

si, cum
xo=1f(1)=0,f(1) =0,

rezultd y = 0.

7) Se considera f: R = R, f(x) = e* — 1. Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul

de abscisa -1.

e Avem
1

1
fe=e  f-D=--1  f(-D=-

e

si, cum ecuatia tangentei este

y=—f=D) =f(=Dx+1),
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rezulta
(G-1)=;-v
y o = X )
adica
=Z.x—-1
y o X

8) Se considera functia f:R = R, f(x) = e* — ex — 1. Sa se determine coordonatele punctului
de intersectie dintre tangenta la graficul functiei in 0(0, 0) si dreapta de ecuatie x = 1.

e Avem
flx) =e*—e
si
f'(0)=1-e.
Ecuatia tangentei in O este
y=(1-e)x.

Coordonatele punctului de intersectie al tangentei cu dreapta datd se obtin rezolvand

sistemul format din ecuatiile lor:

{y :x(1=_1 e)x

si deci punctul cdutat are coordonatele x =1,y =1 —e.

9) Se considerd functia f:[1,), f(x) = e* +x7_1. Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul

functiei in punctul A(1, e).

° Avem
f'(x) =e"+—x_x+1 =ex+l
x?2 x2
si
f'(1) =e+ 1.

Ecuatia tangentei este
y=—f)=fDkx-1,
adica
y—e=(+1(x-1)

sau
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y=(+1x—-1.

10) Se considerd f:(0,9) = R, f(x) = 24/x — 3V/x. Si se scrie ecuatia tangentei la graficul

functiei in punctul de abscisa x, = 1.

e Avem
Fo=2 =3 —
X) = - —_— .
2Vx  3¥x?
adica
1 1
[ x) = — —
==
si
f'@)=0.
Cum f (1) = —1, rezulta ca ecuatia tangentei este

y+1=0,adicay = —1 (o paraleld la axa Ox).

. 1 5 : : : o
11) Se considera f:(0,0) - R, f(x) = % Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in

punctul de abscisd x, = e.

e Derivam f ca un cat si avem

, =.x—Inx
f1e0 =2
adica
1—Inx
fr)=—zm—

Cum f'(e) =0, f(e) = é si ecuatia tangentei este

y—f(e) =f'(e)(x —e).

Rezulta y —i =0sauy = é

12) Se considera f: (1,00) = R, f(x) = —. Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in

x-1

punctul de abscisa x, = 3.
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Avem

adica

si

Cum

si ecuatia tangentei este

obtinem

sau

x—=1)—e*
(x—1%

f1) ==

, _e*(x—2)
AR

e

f@ =7

3

=5

y=fB3)=f'3)(x-3),

e3 3
- =_(x-3
Y- 4(x )
_e3 e3
Y= X Ty
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