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Aplicaţii ale integralei definite 
 

Aplicaţii 
 
1) Se consideră funcţiile ܫ  şi ܫ . Să se calculeze 
aria suprafeţei plane mărginite de graficul funcţiei ܫ , axa ܱݔ şi dreptele ݔ ൌ . 

௡: ܴ ՜ ܴ, ݊ א ܰ, ଴݂ሺݔሻ ൌ 1 ௡ାଵሺݔሻ ൌ ׬ ௡݂ሺݐሻ݀ݐ௫
଴

ଶ 0, ݔ ൌ 1

ଵሺݔሻ ൌ ׬ ଵ݂ሺݐሻ݀ݐ௫
଴ ൌ ׬ ݐ݀ ݐ ൌ ௧మ

ଶ
• Avem ܫ |଴ ൌ

ଶ
௫

଴
 

ࣛ ൌ ௙൯߁൫ ܽ݅ݎܽ ൌ ׬ ௫మ

ଶ

௫ ௫మ
 

. 

ݔ݀            ൌ ଵ
ଶ

· ௫య

ଷ
ଵ

଴ |଴
ଵ ൌ ଵ

଺
 . 

 
 

2) Se consideră ݂, :ܨ ܴ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ,௫݁ ݔ ሻݔሺܨ ൌ ሺݔ െ 1ሻ ݁௫. 

) Verificaţi că ܨ este o primitivă a funcţiei ݂. 

ţiei ݂, axa ܱݔ şi dreptele 

a) ܨ este o primitivă a lui ݂ dacă este derivabilă şi ܨᇱ ൌ ݂. 

itiva lui ݂.  

Cum pentru ݔ א ሾ0, 1ሿ, ݂ሺݔሻ ൒ 0, aria ce

ൌ න ݂ሺݔሻ ሺ0ሻܨ ൌ 0 ൅ 1 ൌ 1.
ଵ

଴

ଵ

଴

 

 
3) Se consideră ݂: ሾ2, ∞ሻ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫

 
a
 
) Calculaţi aria suprafeţei plane determinate de graficul funcb

ݔ  ൌ 0, ݔ ൌ 1. 
 

 
Avem ܨᇱሺݔሻ ൌ ݁௫ ൅ ሺݔ െ 1ሻ݁௫ ൌ ௫݁ ݔ ൌ ݂ሺݔሻ, deci ܨ este prim
 

b) rută este  
 

ࣛ ݔ݀ ൌ න ݔ௫݀݁ ݔ ൌ ሺ1ሻܨ െ

൅ ଵ
௫ିଵ

. Să se determine ܽ ൐ 2 astfel încât aria suprafeţei 
plane mărginite de graficul funcţiei ݂, axa ܱݔ şi dreptele de ecuaţii ݔ ൌ 2 şi ݔ ൌ ܽ să fie ln 3. 

݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ln 3 .  

Rezultă ׬ ቀ
௫

• Avem ׬௔
ଶ

 
ଵ

 

൅
௫ିଵ

ଵ ቁ ݔ݀ ൌ ln 3,ଶ   

dică ሺln 3 ൅ lnሺݔ െ 1ሻሻ|ଶ ൌ ln 3  

ଵሻ
ଶ

௔

 
௔a

 
sau ln ௔ሺ௔ି ൌ ln 3,  

e ܽଶ െ ܽ െ 6 ൌ 0  

luţiile ܽ ൌ െ2  ܽ ൌ 3.  

 
de und
 
cu so  şi
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Cum ܽ ൐ 2, convine ܽ ൌ 3. 
 
4) Fie ݂ :ܨ ሺ0, ∞ሻ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ 1 െ ଵ,

௫
  şi ܨሺݔሻ ൌ ݔ െ ln  .ݔ

 
a) Arăt i că ܨ este o primitivă a funcţiei ݂.  
 

) Determinaţi aria suprafeţei plane cuprinse între graficul funcţiei ܨ, axa ܱݔ şi dreptele ݔ ൌ 1 şi 

• Cum ܨሺݔሻ ൌ ݔ െ ln   este derivabilă şi ݔ

aţ

b
ݔ ൌ ݁.  
 

ᇱܨ ൌ 1 െ ଵ
௫

ൌ ݂ሺݔሻ,  
 

) ࣛ ൌ ׬ ሺݔ െ ln ݔሻ݀ݔ ൌ ௫మ

rezultă că ܨ este o primitivă a funcţiei ݂. 
 

ଶ
b |ଵ

௘ െ ׬ ln ݔ ௘௘.ݔ݀  

Integrând prin părţi rezultă   
 
׬ ln ݔ ݔ ൌ ln ݔ ݔ |௘ െ ׬ ௘ݔ݀ ൌ ݁ െ ௘|ݔ ൌ 1௘

ଵ  şi  
 
ࣛ ൌ ௘మ ଵ

ଶ

ଵଵ
 

 că

݀ ଵ ଵ ଵ

ି െ 1 ൌ ௘మିଷ
ଶ

. 

5) Fie ܴ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫ ൅ ଶݔ ൅  Să se calculeze aria suprafeţei plane mărginite de .ݔ2
ሺݔሻ ൌ ௙ሺ௫ሻି௫మିଶ௫

௘ೣାଵ

݂:
 

graficul funcţiei ݄: ሾ0, 1ሿ ՜ ܴ, ݄ , axa ܱݔ şi dreptele ݔ ൌ ݔ ,0 ൌ 1.  

• Avem ݄ሺݔሻ ൌ ௘ೣ

௘ೣାଵ

 
൐ 0, ݔ׊ א ܴ şi dec

 
ࣛ ൌ ׬ ௘ೣ

௘ೣାଵ

i  

݀ ൌ lnሺ݁௫ ൅ 1ሻ|଴
ଵ ൌ lnሺ݁ ൅ 1ሻ െ ln 2 ൌ ln ௘ାଵ

ଶ
ଵݔ

଴ . 
 

nsideră ݂: ሾ0, 1ሿ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ √6) Se co ݔ ൅ 2. Să se determine aria suprafeţei plane cuprinse 
între graficul func aţii ݔ ൌ 0 şi ݔ ൌ 1. 
 

ţiei ݂, axa ܱݔ şi dreptele de ecu

• Evident ݂ሺݔሻ ൐ 0 şi  

ൌ ׬ ݔ√ ൅ 2
 
ࣛ ݔ݀ ൌ ׬ ሺݔ ൅ 2ሻమ݀ݔ ൌ ଶ

ଷ
ሺݔ ൅ 2ሻ

య
మ|଴

ଵ ൌ ଶ
ଷ

൫3√3 െ 2√2
భ

൯ଵ
଴

ଵ
଴ . 

 
7) Calculaţi aria suprafeţei plane cuprinse între, graficul funcţiei  
݂: ሾ0, 1 , ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫ሺ2ݔଶ െ ݔ2 ൅ 1ሻ,  axa ܱݔ şi dreptele de ecuaţii ݔ ൌ ݔ ,0 ൌ 1. 

ݔ
 

ሺ

ሿ ՜ ܴ
 

• Cum 2ݔଶ െ ݔ2 ൅ 1 ൌ ଶ ൅ ሺݔ െ 1ሻଶ ൐ 0,  

rezultă ݂ ሻݔ ൐ 0 şi  
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ࣛ ൌ න ݁௫ሺ2ݔଶ െ ݔ2 ൅ 1ሻ݀ݔ.
ଵ

଴

 

ntegrăm prin părţi şi avem  

ࣛ ൌ ݁௫ሺ2ݔଶ െ ݔ2 ൅ 1ሻ|଴
ଵ

െ න ݁௫ሺ4ݔ െ 2 1 െ ቎݁௫ሺ4ݔ െ 2ሻ|଴
ଵ െ 4 න ݁௫݀ݔ

ଵ

଴

቏
ଵ

଴
െ 1 െ ሺ2݁ ൅ 2 െ 4݁௫ ሻ|଴

ଵ ൌ ݁ െ 1 െ 2݁ െ 2 ൅ 4݁ െ 4 ൌ 3݁ െ 7. 
 

8) Se consideră ݂: ሾ0, 1ሿ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ௫య

௫ାଵ

 I
 

ሻ݀ݔ ൌ ݁ െ

ൌ ݁

. Să se calculeze aria suprafeţei plane cuprinse între 
graficul funcţiei ݂, axa ܱݔ şi dreptele ݔ ,0 ൌ 1. 
 

• vem ࣛ ൌ ׬ ௫
௫ାଵ

ݔ  ൌ

A
య

dx ൌଵ
଴ ׬ ௫ ାଵିଵ

௫ାଵ

య
dxଵ

଴ .  
 
Cum ݔଷ ൅ 1 ൌ ሺݔ ൅ 1ሻሺݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ rezultă  

ࣛ ൌ න ൬xଶ െ x ൅ 1 െ
1

x ൅ 1൰ dx ൌ ቈ
xଷ

3 െ
xଶ

2 ൅ x െ lnሺx ൅ 1ሻ቉ |଴
ଵ ൌ

5
6 െ ln 2.

ଵ

଴

 

 
olumul corpului obţinut

െ

• ܸ൫ܥ௙൯ ൌ ߨ ׬ ݂ଶሺݔሻ݀ݔ െ ݔሻଶ݀ݔ ൌ ߨ ׬ ሺ1 െ ݔ2 ൅ ݔଶሻ݀ݔ ൌଵ
଴

ଵଵ
଴  

ൌ ߨ ቆݔ െ ଶݔ ൅
ଷݔ

 

9) Determinaţi v  prin rotaţia, în jurul axei ܱݔ, a graficului funcţiei 
݂: ሾ0, 1ሿ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ 1  .ݔ

 Avem ൌ ߨ ׬ ሺ1଴
 

3 ቇ |଴
ଵ ൌ

 

ߨ ൬1 െ 1 ൅
1
3൰ ൌ

ߨ
3. 

 
 

10) Calculaţi volumul corpului obţinut prin rotaţia, în jurul axei ܱݔ, a graficului funcţiei 
݃: ሾ0, 1 ՜ ܴ, ݃ሺݔሻ ൌ 3ି௫.  ሿ

 
• ܸ൫ܥ௙൯ ൌ ߨ ׬ 3ିଶ௫݀ݔ ൌ െ గ

ଶ ୪୬ ଷ
· 3ିଶ௫|଴

ଵ ൌ െ గ
ଶ ୪୬ ଷ

ሺ3ିଶ െ 1ሻ ൌ
୬ ଷ
గ

ଶ ୪
ቀ1 െ ଵ

ଽ
ቁ ൌ ସగ

ଽ ୪୬ ଷ
ଵ

଴ . 
 
 

ră ݂: ܴ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ݔ ൅ ݁ି௫. Determinaţi volumul obţinut r ia, în jurul 
axei ܱݔ a graficului funcţiei ݃: ሾ0, 1ሿ ՜ ܴ, ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺെݔሻ. 
 

• Avem ݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺെݔሻ ൌ ݔ ൅ ݁ି௫ െ ݔ ൅ ݁௫ ൌ ݁௫ ൅ ݁ି௫ şi  

ܸ൫ܥ௙൯ ൌ ߨ න ݂ଶሺݔሻ݀ݔ ൌ ߨ නሺ݁ଶ௫ ൅ ݁ିଶ௫ ൅ 2ሻ݀ݔ ൌ ߨ ቆ
݁ଶ௫

2

 
11) Se conside p in rotaţ

, 

െ
݁ିଶ௫

2

www. didactic.ro 
‐ 3 ‐ 
 

൅ ቇݔ2 |଴
ଵ ൌ

ଵ

଴

ଵ

଴
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ൌ ߨ ቀ௘మ

ଶ
െ ଵ

మଶ௘
൅ 2 െ ଵ

ଶ
൅ ଵ

ଶ
ቁ ൌ గ൫௘రାସ௘మିଵ൯

మଶ௘
. 

 
12) Fie ݂: ሺ0, ∞ሻ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ݔ െ ଵ

௫
. Dacă ݃, ݄: ሾ1, ݁ሿ ՜ ܴ, ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ şi ݄ሺݔሻ ൌ ݂ ቀଵ

௫
ቁ, 

arătaţi că volumele corpurilor obţinute prin rotaţia în jurul axei ܱݔ a graficelor funcţiilor ݃ şi ݄ 
sunt egale. 

௚൯ܥ ൌ ߨ ׬ ݂ଶሺݔሻ݀ݔ ൌ ߨ ׬ ሺݔ െ ଵ
௫

 
• ܸ൫ ሻଶ݀ݔ௘

ଵ
௘

ଵ  şi  

ሺܥ௛ሻ ൌ ߨ ׬ ݂ଶ ቀଵ
௫

ܸ ቁ ݔ݀ ൌ ߨ ׬ ሺଵ
௫

െ ௘ݔሻଶ݀ݔ
ଵ

௘
ଵ . 

ଵ
 
Cum ሺݔ െ

௫
ሻଶ ൌ ሺଵ െ ሻଶݔ ൌ ଶݔ ൅ ଵ

௫మ െ 2, cele două volume sunt egale. 
௫

  
3) Dacă ݂: ሾ0, 1ሿ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ 2√ݔ െ ଶ1ݔ , aflaţi volumul corpului obţinut prin rotaţia, în jurul 

icului funcţiei ݂. 
 

• ܸ൫ܥ௙൯ ൌ ߨ ׬ ଶሺ2ݔ െ ݔଶሻ݀ݔ ൌ ߨ ቀଶ௫య

ଷ

axei ܱݔ, a graf

െ ௫ఱ

ହ
ቁ |଴

ଵ ൌ ߨ ቀଶ
ଷ

െ ଵ
ହ
ቁ ൌ ଻గ

ଵହ
ଵ

଴ . 
 

14) Fie ݂: ሾ0, 1ሿ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫య. Calculaţi volumul corpului obţinut prin rotaţia, în jurul axei 
:݃ a graficului funcţiei ,ݔܱ ሾ0, 1ሿ ՜ ܴ, ݃ሺݔሻ ൌ  .ሻݔሺ݂ݔ

௚൯ ൌ ߨ ׬ ݃ଶሺݔሻ݀ݔ ൌ ߨ ׬ ݔ݀ ൌ ߨ ׬ ݔଶ݁ଶ௫య݀ݔ ൌ గ
 

• ܸ൫ܥ ሻݔଶ݂ଶሺݔ
଺ ׬ ݔ6 య݀ݔ ൌଵଵଵଵ  

6

ଶ݁ଶ௫
଴଴଴଴

ൌ
ߨ

݁ଶ௫య|ଵ ൌ
ߨ

଴ 6
ሺ݁ଶ െ 1ሻ.

 
 

 consideră funcţia ݂: ሾ0, 1ሿ ՜ ܴ, ݂ሺ
య

15) Se ሻݔ ൌ ௫
௫ାଵ

. Folosind faptul că 1 ൑ ሺݔ ൅ 1ሻଶ ൑ 4 pentru 
orice ݔ א ሾ0, 1ሿ, să se arate că volumul corpului ob t prin rotaţia, în jurul axei ܱݔ, a graficului 
funcţiei ݂  este un număr din intervalul ቂ గ

ଶ଼

ţinu
, గ

଻
ቃ. 

•  ܸ൫ܥ௙൯ ൌ ߨ ׬ ݂ଶሺݔሻ݀ݔ ൌ ߨ ׬ ௫
ሺ௫ାଵሻమ

 
Avem

ల
ଵ  .ݔ݀

଴
ଵ

଴

 1 ൑ ሺݔ ൅ 1ሻଶ ൑ 4 rezultă  

ସ

 
Din
 
ଵ ൑

ሺ௫ାଵሻమ
ଵ ൑ 1, adică 

 
௫ల

൑ ௫ల

ሺ௫ାଵሻమ 
ସ

൑ ,଺ şi integrând pe ሾ0ݔ 1ሿ obţinem 

    
ల

 
׬          ௫

ସ
ݔ݀ ൑ ׬ ௫

ሺ௫ା

ల

ଵሻమ ݔ݀ ൑ ׬ ݔ ଴ݔ݀
ଵଵ  şi deci 

 
׬              ௫ల

ସ

଺ଵ
଴଴

ݔ݀ ൑ ܸ൫ܥ௙൯ ൑ ଵߨ
଴ ׬ ଵݔ଺݀ݔ

଴   sau 
 

www. didactic.ro 
‐ 4 ‐ 
 



www. didactic.ro 

www. didactic.ro 
‐ 5 ‐ 
 

            గ
ସ

· ௫ళ

଻
|଴
ଵ ൑  ܸ൫ܥ௙൯ ൑ ߨ · ௫ళ

଻
|଴
ଵ,  

 
ci గ

ଶ଼
           de ൑  ܸ൫ܥ௙൯ ൑ గ

଻
 

 
16) Se consideră funcţia ݂: ሺ0, ∞ ՜ ܴ, ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
ሻ ൅ ଵ

௫ାଵ
. 

 
rafeţei determinate de gr a ܱݔ şi dreptele

ݔ ൌ 2. 
 

ut prin rotaţia în jurul axei ܱݔ a graficului ݃: ሾ1, 2ሿ ՜ ܴ,
ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ. 

׬ ቀଵ
௫

a) Calculaţi aria sup aficul funcţiei ݂, ax ݔ  ൌ 1, 

b) Calculaţi volumul corpului obţin
݃
 

• a) ࣛ ൌ ൅ ଵ
௫ାଵ

ቁ ݔ݀ ൌ ሾln ݔ ൅ lnሺݔଶ
ଵ n ௫ାଵ

௫
൅ 1ሻሿ |ଵ

ଶ ൌ l |ଵ
ଶ ൌ ln ଷ

ଶ
െ ln 2 ൌ ln ଷ

ସ
 

௙൯ܥ • ൌ ߨ ׬ ݃ଶሺݔ ቀଵ
௫

 

b) ܸ൫ ሻ݀ݔ ൌ ߨ ׬ ൅ ଵ
௫ାଵ

ቁ
ଶ

ݔ݀ ൌଶ
ଵ

ଶ
ଵ  

 

ߨ න ൤
1

ଶൌݔ ൅
2

ݔሺݔ ൅ 1ሻ ൅
1

ሺݔ ൅ 1ሻଶ൨ ݔ݀ ൌ
ଶ

ଵ

 

ߨ න ൤
1

ଶݔ

 

ൌ ൅ 2 ൬
1
ݔ െ

1
ݔ ൅ 1൰ ൅

1
ሺݔ ൅ 1ሻଶ൨ ݔ݀ ൌ

ଶ

ଵ

 

 

ߨ ൤െ
1
ൌݔ ൅ 2ሺln ݔ െ lnሺݔ ൅ 1ሻ

1
ݔ ൅ 1

ሻ െ ൨ |ଵ
ଶ ൌ 

 

൤െ
1
2ൌ ߨ ൅ 2ሺln 2 െ ln 3ሻ െ 3

1
൅ 1 െ 2ሺln 1 െ ln 2ሻ ൅

1
2൨ ൌ 

 
2 ln ଶ

ଷ
ൌ ߨ ቀ ൅ 2 ln 2 ൅ ଶ

ଷ
ቁ ൌ ߨ ቀଶ

ଷ
൅ 2 ln ସ

ଷ
ቁ. 

 


