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Aplicatii ale integralei definite
Aplicatii

1) Se considera functiile I,:R = R,n € N, fo(x) =1 si I,11(x) = fox fn(t)dt. Sa se calculeze
aria suprafetei plane marginite de graficul functiei I, axa Ox si dreptele x = 0,x = 1.

2 2

e Avem/ (x) = foxfl(t)dt = foxt dt = %|g = x?

A = aria (I}) = folxz—zdx =%-

2) Se considerd f,F:R - R, f(x) =xe*, F(x) =(x—1)e*.
a) Verificati cd F este o primitiva a functiei f.

b) Calculati aria suprafetei plane determinate de graficul functiei f, axa Ox si dreptele
x=0x=1.

a) F este o primitiva a lui f daca este derivabildsi F' = f.
Avem F'(x) = e* + (x — 1)e* = x e* = f(x), deci F este primitiva lui f.

b) Cum pentru x € [0,1], f(x) = 0, aria ceruta este

c/l=jf(x)dx=fxexdx=F(1)—F(0)=0+1=1.
0 0

3) Se considera f:[2,0) - R, f(x) = §+ x—il Sa se determine a > 2 astfel incat aria suprafetei
plane marginite de graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = 2 si x = a sa fie In 3.

e Avem fzaf(x)dx =1n3.
. rafl 1 _
Rezulta fZ (; + ;) dx =1n 3,
adica (In3 + In(x — 1))|$ =In3
sau ln@ =1n3,

deundea’? —a—-6=0

cu solutillea = =2 sia = 3.
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Cum a > 2, convine a = 3.
4)Fie f,F:(0,0) > R, f(x) =1 —i siF(x) =x—Inx.
a) Aratati ca F este o primitiva a functiei f.

b) Determinati aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei F, axa Ox si dreptele x = 1 si
X =e.

e Cum F(x) = x — Inx este derivabila si
F'=1--=f(),

rezultd ca F este o primitiva a functiei f.

2

b) A = [ (x —Inx)dx = x?ﬁ — [ Inxdx.
Integrand prin parti rezulta ca
flelnxdx =x lnx|f—fledx =e—x|¢=1si

e?-1 e?-3

A =

5) Fie f:R > R, f(x) =e*+ x? + 2x. Sa se calculeze aria suprafetei plane mairginite de

—x2—
graficul functiei h: [0,1] = R, h(x) = f(xlx+2x, axa Ox si dreptele x = 0, x = 1.
e Avemh(x) = 65:1 > 0,Vx € R si deci
A= fol e’fil dx =In(e*+1)|§ =In(e+1)—In2 = 1n92L1_

6) Se considerd f:[0,1] = R, f(x) = Vx + 2. Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse
intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = 0 i x = 1.

e Evident f(x) > 0 si

A = fol Vx + 2dx = fol(x + 2)%dx = %(x + 2)§|(1) =2(3v3-2V2).

T3

7) Calculati aria suprafetei plane cuprinse intre, graficul functiei
f:10,1] = R, f(x) = e*(2x? — 2x + 1), axa Ox si dreptele de ecuatii x = 0, x = 1.

e Cum2x?—-2x+1=x*+(x—-1)?%>0,

rezultd f(x) > 0 si

www. didactic.ro
-2-



. didactic.ro

i 1 e g B www. didactic.ro

A= f e*(2x? — 2x + 1)dx.
Integrdm prin parti si avem

= e*(2x? — 2x + D[}

j"(4x—2)dx—e—1— ex(4x—2)|0—4f xdx‘
0
=e—1—(2e+2—4e" )|0—e—1—2e—2+4e— =3e—-7

8) Se considera f:[0,1] = R, f(x) = —. Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = O x=1.

1x3+1-1

e Avem A = fo —d fo —dx.

Cumx3+ 1= (x+ 1)(x? —x + 1) rezulta
1

e | =2~ In2
=3~ tx- k& 0 =g~ In2

cﬂz.f(XZ_X‘}'l_ dx
x+1
0

9) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei
f:[0,1] >R, f(x) =1—x.

e AvemV(Cy) = nfolfz(x)dx = nf01(1 —x)?%dx = nfol(l —2x +x%)dx =
. X\ 1\ m
=m|{x—x +? |0=n(1—1+§>=§.

10) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei
g:10,1] » R, g(x) = 37%.

¢ V(Cf):nf013_2xdx:— T '3_2x|%:— T (—2_1)_

2In3 2In3

(2=
21n3 9/ 9In3’

11) Se considera f:R = R, f(x) = x + e™*. Determinati volumul obtinut prin rotatia, in jurul
axei Ox, a graficului functiei g: [0,1] = R, g(x) = f(x) + f(—x).

o Avemf(x)+f(—x)=x+e*—x+e*=e*+e*si
1 1

er e—2x
v(c) = nffz(x)dx = nf(ezx +e7?* + 2)dx = 7T<7— >+ 2x> o=
0 0
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_ (e 1 1, 1) _ m(e*+4e?-1)

_n(z 2e2+2 2+2)_ 2e2

12) Fie f:(0,00) >R, f(x) =x—~. Dacd g h:[le] >R g(x)=f(x) si h@@)=F(3).
aratati ca volumele corpurilor obtinute prin rotatia in jurul axei Ox a graficelor functiilor g si h
sunt egale.

e V(C,) = nflefz(x)dx = nfle(x — i)zdx si
v(cy) = nflefz G) dx = nfle(i— x)%dx.

Cum (x — i)z = (i —x)?=x%+ x—12 — 2, cele doud volume sunt egale.

13) Daca f:[0,1] = R, f(x) = xV2 — x?, aflati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul
axei Ox, a graficului functiei f.

o V(Cf) =nf01x2(2—x2)dx=n(ﬁ—x—;)|% :7-[(3_1) _m

3 3 5 15"

14) Fie f:[0,1] > R, f(x) = e*’. Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei
Ox, a graficului functiei g: [0,1] = R, g(x) = xf (x).

e V(¢,)= nfol g2 (x)dx = nfol x%f2(x)dx = nfol x2e2%dy = %fol 6x2e2’dx =
T 3 7r
= gezx |(1) = g(ez - 1)
3
15) Se considera functia f:[0,1] = R, f(x) = ﬁ Folosind faptul cd 1 < (x + 1)? < 4 pentru
orice x € [0, 1], sa se arate ca volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului

.. - . . m T
functiei f este un numar din intervalul [%, ;].

x© X
(x+1)2 ’

e AvemV(Cy) = nfolfz(x)dx = nf01
Din1 < (x + 1)? < 4 rezulta

1 1 .
=< < 1, adica
4 7 (x+1)?

6 6

X 6 o A .
TS Tl < x° si integrand pe [0, 1] obtinem

1x6 1 x° 1 ¢ . .
Jo Fdx < G dx s J, x®dx si deci

1x—ecleV c.) <[ x%dx sau
fo 4 f 0
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deciz—ﬂ8 < V(Cf) < g

16) Se considera functia f: (0,00) = R, f(x) =

><|r—\

x+1'

a) Calculati aria suprafetei determinate de graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = 1,
x=2.

b) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului g: [1,2] - R,

g(x) = f(x).

x+1

e yA=[(3+-)dx=[nx+ln@+D] = =In3-In2=ni

e bV(C)= nflzgz(x)dx = nflz (i+—)2 dx =

2
:n![3612+x(x+1) (x-:l)z]dx:
=n![x_12+2(%_x11>+(x-:1)2]dx

:n[_

1
E— 2 —
+2(Inx —In(x + 1)) — 1] |5

K| =

1 1
=7 +2(ln2—ln3)—§+1—2(ln1—ln2)+§]=

va—\

=T[(2]1’1 +2In2 + ) (§+21n§).
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