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Polinoame

Vom prezenta doar elementele teoretice de strictd necesitate pentru rezolvarea problemelor care
apar in subiectele de tip bacalaureat M2, omitand partea de constructie a polinoamelor, precum
si o suitd de rezultate care, desi importante, ar incarca foarte mult expunerea.

Fie (K,+, *) un corp comutativ, unde K este, in general, una dintre multimile R, Q sau Z,

(p - numar prim).

Forma algebrica a unui polinom cu coeficienti in K este

f=aX"+a,_ X"+ +a;X+a,

. X se numeste nederminata

. Ap, Ap_1, -, 41,09 € K - coeficientii polinomului

. daca a,, # 0, spunem cd polinomul are gradul n si a,, se numeste coeficientul dominant
o ay se numeste termen liber

. Notam K[X], multimea polinoamelor cu coeficienti in corpul (K, +, -).

Polinoame egale
Fie f,g € K[X]
f=a X" +a,_ X" 1+ +a;X+aysi

g = bpX™+bp_ 1 X™ 1+ 4+ b X+ b,.

Cele doua polinoame sunt egale daca au acelasi grad si coeficientii termenilor de grade egale
(cei care au exponenti egali ai nedeterminatei X) sunt egali, adica

Adunarea polinoamelor

Se realizeaza adunand termenii de acelasi grad, adica

f+g="-(ay+b,)XP + -+ (a; + b)X? + (a, + b))X + ay + by
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inmultirea polinoamelor

Se face inmultind fiecare termen al unui polinom cu toti termenii celuilalt polinom (folosind
distributivitatea Tnmultirii fatd de adunare) si apoi adunand termenii de acelasi grad.

Observatii:

e Inmultirea unui polinom cu un scalar este un caz particular, in care unul dintre polinoame
este polinomul constant nenul (de grad 0).

e Adunarea si iInmultirea polinoamelor sunt operatii comutative i asociative.

Impartirea polinoamelor

1) Teorema impartirii cu rest

Pentru orice doua polinoame f, g € K[X], g # 0, exista si sunt unice polinoamele q,r € K[X],
numite cdt si rest, astfel incat f = g-q+1r si gradr < grad g (f se numeste deimpartit, g
impartitor).

2) Impértirea prin X-a. Schema lui Homer

Restul impartirii polinomului f € K[X] la polinomul X —a este r = f(a), ceea ce rezultd

imediat daca in teorema impartirii curest: f = (X —a)q +r luam X = a.

Schema lui Homer — constituie un procedeu rapid de determinare a catului si restului impartirii
unui polinom f prin X — a.

Scriind teorema Impdrtirii cu rest, daca

f=a X" +a,_ X" 1+a, ;X" 2+ +a;X+agsi
q= b1 X" +b, ,X"2 ..+ b X + by.
A X"+ ap X"t ay X2+ et a X+ ap =
=X —a)(bp_1 X" 1+ b,_, X" 2.+ b X+by)+T.

Efectuand inmultirea din membrul al doilea si apoi identificand coeficientii obtinem:

bp_1 = ay
by =a-by_1+ay4

bpz=a- by, +ay,
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Pentru determinarea coeficientilor catului si a restului se alcatuieste urmatoarea schema:

xn Xn—:l Xn—? X XI}
y Qpn—1 tn-2 21 2y
a|da,= bn—l ﬂ-bn_-1+ Apy—1— }Jn_g ﬂ-bn_g"l' Ap—a = bn_g ﬂb1+ﬂ1 = bc. ﬂb[}."‘ﬂ-[}.:?’"

Exemplu: Aflati catul ti restul impartirii polinomului f = 2X* 4+ 9X3 + 4X2? — 8X + 23 prin
X+ 3.
. Avem a = —3 si tabelul

Xt B &S E | XP

2 9 4 |—8 | 23

i i + | =5 7 2

Catul este ¢ = 2X3 + 3X? — 5X + 7, iar restul r = 2.

Divizibilitatea polinoamelor

Fie (K,+, ) un corp comutativ si polinoamele f,g € K[X]. Spunem ca polinomul g divide
polinomul f daca exista polinomul h € K[X] astfel incat f = g - h.

Scriem g | f si citim g divide f sau f i g si citim f este divizibil cu g.
Observatii

. Polinomul g se numeste divizor al polinomului f, iar polinomul f se numeste multiplu al
polinomului g.

. Polinoamele constante nenule f = a,a € K*, sunt divizori pentru orice polinom din
K[X].

o Polinomul nul f = 0 € K[X] este divizibil cu orice polinom g € K[X].

. Polinomul g divide polinomul f < restul impartirii lui f la g este zero.
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Radacini ale polinoamelor

Fie polinomul f € K[X], @ € K este o raddacina a polinomului daca f () = 0.
Avem urmatoarea teorema (Bezout):

 este 0 raddcina a polinomului f daca si numai daca f se divide cu polinomul X —«.

Radacini ale multiple ale unui polinom

Fie polinomul f € K[X],a € K este o radacina a multipla de ordinal h a polinomului daca
acesta se divide cu (X—o)™,

Daca h = 1, radicina « este simpla, daca h = 2, radacina este dubla, daca h = 3, radacina este
tripla etc.

Observatie:

Daca f,g € K[X], polinomul f se divide cu polinomul g daca orice radacind a lui g este si
radacind a lui f, cu cel putin acelasi ordin de multiplicitate.

Relatiile lui Viete

1) Daca f este un polinom de gradul 2
f = azXz + a1X + ao,az * 0

reamintim ca Intre radacinile si coeficientii polinomului avem relatiile:

2) Daci f este un polinom de gradul 3
f=a3;X3+ aX?* + . X + ag,a; # 0,
atunci relatiile lui Viéte sunt

www. didactic.ro
-4 -



L - IR
N didactic.co

www. didactic.ro

a,
X1+ Xy +xX3=——
as
a;
X1Xy + XpX3 + X1X3 = —
as
Qo
X1X2X3 = ——
as

3) Dacid f = a,X* + azX3 + a,X? + a, X + ay, a, # 0, atunci relatiile lui Viéte sunt

as
X1+ X+ X3+ X4 = ——
2
a
X1Xy + X1 X3 + X1X4 + XpX3 + XpX4 + X3Xy = o
4
a,
x1x2x3 + x1x3x4 + x2x3x4 = -
Ay

Qo
x1x2x3x4 =
Ay

Ecuatii algebrice cu coeficientiin Z, Q, R

O ecuatie de forma ax* + bx® + cx? + dx + e = 0, unde a, b, ¢, d, e € A, unde A poate fi

oricare dintre multimile Z, Q, R, se numeste ecuatie algebrica de grad cel mult 4.

Ne referim in cele ce urmeaza la ecuatii algebrice cu toate cele 4 radécini reale §i vom reaminti
cateva tipuri de ecuatii particulare.

1) Ecuatii reciproce de gradul 4 sunt acelea in care a = e # 0 si b = d, adica cele de forma
ax* + bx3 + cx?+bx+a=0.

Pentru a rezolva o astfel de ecuatie impartim prin x2. Obtinem
, 1 1
a(x +—2>+b<x+—)+c=0.
x x
Notam x + % =y, rezultd x? + x—lz = y? — 2 si ecuatia de gradul 2

aly?—=2)+by+c=0.
2) Ecuatiile reciproce de gradul 3 sunt ecuatiile in care a = 0,b = +e,c = +d, adica
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bx3+cx?4+cx+b=0
sau
bx3+cx?—cx—b=0.

Prima ecuatie are radacina x; = —1 si, prin Impartirea prin x + 1, obtinem apoi o ecuatie de
gradul 2 cu radacinile x5, x3.
A doua ecuatie are radacina x; = 1 si, impartind la x — 1, se obtine o ecuatie de gradul 2.

3) Ecuatiile bipatrate sunt acelea in care b = d = 0, deci ecuatia este
ax*+cx?+e=0.

Se noteazd x> = y > 0, obtinem ecuatia de gradul 2
ay?+ by +e = 0.

Aplicatii

1) Se considera polinoamele cu coeficienti reali f = X* + aX3 — 28X? + bX + 96,
g =X?+2X—24sih=X?—4.Sisedetermine a, b € R astfel incat f = g - h.

e Avem
g-h=(X*+2X-24)(X?—4) =X*—4X? +2X3 —8X — 24X%? + 96
sau
g-h=X*+2X3—28X%—8X + 96.

Daca f = g - h, coeficientii termenilor de acelasi grad sunt egali. Rezulta deci a = 2 si
b =-8.

2) Se consideri polinomul f = (1 + X + X3)¢¢% € Z[X] cu formi algebrici
f = a2007X2007 + -+ a1X + ao.

a) Sa se arate ca suma coeficientilor polinomului ay + a; + -+ + g7 este un numar divizibil

cu 3.
b) Si se deterrmine restul impartirii polinomului prin X2 — 1.

. a) Suma coeficientilor polinomului f este egala cu f(1). Avem
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f(l) = (1 +14+ 1)669 = Qg + aq + -+ a2007,
deci
ao + al + -+ a2007 = 3669,

care este un multiplu de 3.

. b) Din teorema impartirii cu rest, f = (X% — 1)q + 7, unde, deoarece gradul lui r este
mai mic decat 2, avem r = ax + b, deci f = (X? —1)q + ax + b si, cum f(1) = a+ b, iar
f(=1) = —a + b, obtinem
a= f(l)_zf(_l) s] b — f(1)+2f(_1) .
Din f(1) = 3%%9si f(—1) = 1, rezulti
3669 _4 3669 11
2 2

T =

3) Se considera polinoamele f,g € R[X],f = (X + 1)?°12 + (X —1)?°12 5i g =X + 1. Sd se
determine restul Impartirii polinomului f prin g.

e Vom folosi faptul ca restul impartirii unui polinom prin X — a este f(a). Avem a = —1,
decir = f(—1) = 22012,

4) Se considerd f,g € Zs[X],f = X® +aX?+X +1si g = X + 3. Sa se determine a € Zs[X]

astfel incat polinomul f sa fie divizibil cu g.

e Polinomul f se divide cu g daca restul impartirii lui f la g este zero. Folosind impartirea
cu X—a, avem a=-3=2 si deci r=f(2)=3+4a+2+1. Deci 4a+1=0,
adicd 4a = 4 si decia = 1.

5) In R[X] se considera polinomul f = X3 + 3X? — 3X — 1. Aritati ci polinomul f se divide cu
X-1

o a) Polinomul se divide cu X — 1 daca f(1) = 0. Avem f(1) =1+3 -3 -1 =0, deci
X—-11f.

6) Se considerd polinoamele f,g € R[X],f =X -1+ (X -2)1° si g=X?-3X+2.

Aratati ca polinomul f nu este divizibil cu polinomul g.

e Polinomul f se divide cu polinomul g daca orice radacina a lui g este si rddacina a lui f.
Ridacinile polinomului g sunt 7 si 2 si, cum f(1) = (=1)° =1 # 0, rezultd ca / nu
este radacina a lui f (de altfel nici 2 deoarece si f(2) = 1), de unde rezulta ca polinomul
g nu divide polinomul f.

7) Se considerd polinoamele f,g € R[X],f = X3+ mX?+nX+6si g=X>—X—2. Si se

determine m, n € R astfel incat polinomul f sa se divida cu polinomul g.
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e Raidicinile ecuatiei x> —x — 2 = 0 sunt -1 si 2. Polinomul f se divide cu polinomul g

-----

adica

{—1+m—n+6=0 PR {m—n=—5

8+4m+2n+6=0 dmin=—7 & M= Asin=1

8)Dacid f,g ER[X],f =X*+ X3+ X?>+X +1sig=X3+X?+ X+ 1,sd se demonstreze ci

f =X-g+ 1siapoisa se calculeze f(a), stiind ca a este o ridacina a polinomului g.

e Avem X-g+1=XX3+X?+X+1D)+1=X*+X3+X?+X+1=f. Deci
f=X-g+1si f(a)=a-g(a)+ 1. Cum a este radacind a polinomului g, rezulta
g(a) =0sif(a) = 1.

9) Se considerd polinoamele f,g € R[X], f =X*+aX3 +bX?-5X+6s5ig=X>+X—2.
Sa se determine a, b € R astfel incat polinomul g sa divida polinomul f si apoi descompuneti

polinomul f in factori ireductibili peste R.

e Impartim polinomul f la polinomul g:

Xt b oaXt b B — B o 6| X EX—-2
X — X% 4+ 2x X+a

/ aX*+(b—1)X*—3%X + 6
—aX? — aX + 2a
/ (b—1)K*—(3+a)¥+2a+6

Cum polinomul f se divide cu polinomul g, avem restul impartirii lui f la g egal cu zero,
deci (b—1)X?—-B+a)X+2a+6=0sideaicib—1=0,3+a=0,2a+6=0,
adici b=1 si a=-3. Rezultd f =X*—-3X3+X2—-5X+6 sau f =(X—3)g,
g=X3+X-2=X3-14+X—-1=(X—-1)(X?+ X + 2). Deoarece X?> + X + 2 are
A< 0, rezulta ca descompunerea in factori ireductibili in R[X] a polinomului f este

f=X-3)X-DX*+X+2).

10) Fie polinomul f = X3 + aX? — aX — 4 € R[X].
a) Determinati a € R dacd x; + x, + x3 = —2 dacd x;, x,, X3 sunt radacinile polinomului.

b) Determinati a € R astfel incat polinomul f si fie divizibil cu polinomul g = X? — 2.

. a) Din relatiile Iui Viete avem x; + x, + x3 = —a,deci —a = —2sia = 2.
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. b) Cum polinomul g are radicinile +v2, g | f daci ++2 sunt radacini si pentru f, adica
f(i\/i) = (0. Avem
2V2+2a—aV2 —4=0si
—2V2+2a+aV2—4=0

de unde, prin adunare, se obtine 4a = 8, adicd a = 2.

11) Se consideri polinomul f = 4X* + 4mX3 + (m? + 7)X? + 4mX + 4, unde m € R.
a) Sa se determine m € R, stiind cd x = 1 este radacina a polinomului f.
b) Sa se determine m € R, stiind cd suma radacinilor polinomului este 2.

. a) Dacd x = 1 este radacind a polinomului, avem f (1) = 0, adica

44+A4m+m?>+7+4m+4=0

sau
m*+8m+15=0
—-8+V64-60 . . .
Cumyp =——_—— adicim,; = —3 si m, = —5.
. b) Din relatiile lui Victe avem xq + x5 + x3 = _4Tm ,decim = —2.

12) Se consideri polinomul f = X3 —9X% — X + 9 cu rddicinile x;, Xx,, x3.Si se verifice ci
x3+x3+x3 =9(x% +x2+x3)—18

Punem x4, x,, x3 sa verifice ecuatia f(x) = 0 si avem

x3—9x2—x;,+9=0
X3 —9x5 —x,+9=0
x3—9x3 —x3+9=0

Adunand egalititile obtinute, avem
X3+ x5+ x5 —9(xF + x5 +x2)— (x, +x, +x3) +27=0.

Rezulta
3 3 3 _ 2 2 2 _
x;+ x5 + x5 =907 + x5 +x5) + (2 +x, +x3) —27.

Din relatiile lui Viete avem x; + x, + x3 = 9 si deci

X+ x5+ x5 =9(x% +x2 +x3) — 18.
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13) Se considerd polinomul f = X3 — 4X%2 —5X + 14 i S, = x' + xJ} + x¥, unde x;, x,, X3

sunt radacinile polinomului. Sa se demonstreze egalitatea
53 + 4‘2 = 452 + 551

. Cum x4, x,, x3 sunt radicinile polinomului, avem

x3 —4x2 —5x,+14=0

x5 —4x2 —5x,+14=0

x5 —4x3 —5x3+14=0
Adunand, obtinem

B a4+l -4+ x2+x2) -5 +x, +x3)+42=0
sau S3 +42 = 452 +551

14) Se consideri polinomul f = X3 — 2X? + aX + b € R[X] cu ridicinile x;, x,, x3. S se

determine a € R, stiind ca x? + x5 + x5 = 2.

e Din relatiile lui Viete avem
Xy + Xy +x3 =25l
X1Xy + Xpx3 + X3Xx1 = a.
Cum

X2 4 x5 +x2 = (1 + x3 +x3)% — 2(x1 %5 + X33 + X3%1),
rezulta 4 — 2a = 2 sidecia = 1.

15) In multimea R[X] se considera polinomul f = X3 + pX? + 1 cu radacinile x;, x,, x3.Si se

calculeze in functie de p suma x7 + x5 + x3.

X +pxZ+1=0
. Avem<x3 +px?+1=0 (1)
x3+px3+1=0

si, prin adunare:

B+ +x3+pE+xi+x3)+3=0.

Cum

X2 4+ x2 +x2 = (1 + x5 +x3)% — 2(x1%5 + X303 + x3%7)
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si, din relatiile lui Viete
X1+ X, +x3 = —p,

iar

X1Xy + Xpx3 +x3%1 = 0,
rezulta

xZ +x2 +x2=—p3-3.
Inmultind relatiile (1) cu x; prima si respectiv x5, x3 pe celelalte, obtinem:

xt+pxd+x,=0

Xy +px; +x, =0

x5 +px3+x;=0
Adunand, avem

xftxs+xs+pO3 +x3+x3)+ (x; +x, +x3) =0
si deci avem
xt + x5 +x3 = —p(—p* —3) — (-p),
adica

xi + x5 + x5 =p*+ 4p.

16) Se consideri polinomul f = X3 + X2 + mX + 1 € R[X] cu ridicinile x;, x,, x5 si fie
Sp=x1" +xJ +x%. S searate ca S3 + S, + mS; +3 = 0.

o Din relatiile lui Viete
Sl =x1+x2+x3 =-1

Sy, =x2 +x2 +x% = (x; +xp, +x3)% — 2(x1% + X3%5 + X3%x71).

Cum

X1X3 + Xx3 + X3x1 = mM,

rezultd S, = 1 — 2m. Punand x,, x,, x3 sa verifice ecuatia f(x) = 0 si adunand apoi
egalitdtile obtinute, avem

B+ +xD)+ @2 +x2+x2)+m(x+x, +x3)+3=0.
Rezulté 53 +SZ + mSl + 3=0.

17) Se consideri polinomul f = X* — 2X? + 1 cu radacinile x;, x,, X3,X,. Si se calculeze

produsul S+ P,unde S = x; + X, + X5 + x4, P = x1X,X3%, sisuma T = x7 + x5 + x5 + x4.
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o Din relatiile lui Viete avem
X1 +Xy+x3+x,=0,
X1Xy + X1X3 + X1X4 + XoX3 + XpX4 + X3X4 = —2
X1XpX3 + X1X3X4 + Xox3Xx4 = 0 si
x1x2x3x4 = 1.

Rezulta S-P=0-1=0.

Pentru a calcula suma T punem radacinile sa verifice ecuatia f(x) = 0 si, adunand
relatiile obtinute, rezulta

xf+xy +x3+xf—2(x2+x2+x3+xf)+4=0.

X+ x5+ x+x% =

- (x1 + xZ + X3 + x4)2 - 2(x1x2 + x1x3 + x1x4 + xe3 + x2x4 + x3x4)= 4‘
Rezulti T = 8 — 4, adica T = 4.
Observatie: f = (X? — 1)? are radicinile x; = x, = 1six3 = x4 = —1,deci T = 4.

18) Se considerd ecuatia x* — ax® —ax + 1 = 0 cu solutiile x;, x,, X3,%,. Sd se determine

a € R astfel incat x? + x2 + x% + xZ =25. Pentru a =1 si se giseascd solutiile reale ale

ecuuatiei.
o Din relatiile lui Viete avem
X1+ X, +x3+x4 =asi
X1Xy + X1X3 + X1X4 + XpX3 + X3X4 + X3x4 = 0.
Cum

x?+ x5 +xi+x2=

=(x;+x, +x3+ x4)2 — 2(X1X5 + X1X3 + XX + X5X5 + XpXy4 + X3X4)
rezulta

x? +x% +x2 +x3 =ad?,
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deci a®? = 25sia = +5.
Pentru a = 1 ecuatia devine

x*—=x3—x+1=0,

care este o ecuatie reciproca de gradul 4. Impartim prin x? si obtinem
, 1 1
ardo(x+d) =0
X X
Notam x + % = y. Rezultd

2

1 .
x +x—2=y2—2§1y2—y—2:0

cu solutiile y= -1,y = 2.
Pentru y= —1 rezulta x + % = —1saux? + x + 1 = 0 care nu are solutii reale (A< 0).

Pentru y= 2 rezulta x + % = 2 sau x? — 2x + 1 = 0 care are radicina dubld x = 1.

19) Sa se arate ¢ polinomul f = X3 + X? + X — 1 nu are toate radacinile reale.
. Calculam
x2 4 x3 +x2 = (01 + x5 +x3)% — 2(x1%5 + X33 + x3%7).

Din relatiile lui Viete

x1 + xz + x3 = _1
X1Xy + XoXx3 + x3%1 = 1.
Rezultd x? + x2 + x5 =1 —2 < 0. Cum o sumi de pitrate de numere reale este mai
mare sau egald cu zero si suma patratelor radacinilor ecuatiei este negativa, inseamna ca

acestea nu sunt toate reale.

20) Fie polinomul f € R[X],f = X3 —pX? +qX —r, cu radicinile x;, x,, x3 € R. Si se
calculeze expresia E = (1 — x1)(1 — x,)(1 — x3).

o Efectuand inmultirea avem:
E=1 —(x1 + Xy + x3)+(x1x2 + XyX3 + x3x1) — X1XpX3,

Din relatiile lui Viete
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X1+ X, +x3=Dp
X1Xp + XyX3 + X3X; = q Si
x1x2x3. =T7.

Rezulta E=1—p+q—r.

21) Fie ecuatia x3 + ax? + bx + ¢ = 0. Si se determine a, b, ¢ € R daci solutiile ecuatiei sunt
si solutii ale sistemului

( X1+ Xy +x3 =2

1 1 1

—_ 4 — =

X1 X2 X3
X1Xy + X3X3 + X1X3

I N =

—2.

. Din relatiile lui Viete

x1x2 + x2x3 + x1x3 = b

{ X1 +x, +x3=—a
x1x2x3 = —C.

Rezultaa = -2 sib = —2.

A doua ecuatie a sistemului se scrie, aducand la acelasi numitor
X1Xy + XpX3 + X1X3 = %xlxzxg,,
de unde, tinand cont de a treia ecuatie, rezulta x;x,x3 = —4, decic = 4.
Observatie: Solutiile sistemului sunt solutiile ecuatiei
x3-2x2-2x+4=0 x*(x—-2)-2x-2)=0= (x*-2)(x—-2)=0
sixg = 2,%, =V2,x3 = —V/2, adica sistemul, fiind simetric in x4, x,, x5, are solutiile

(2 VZ,—V2); (2—VENZ); (VE 2,—2);
(VZ,—VZ,2); (—VZ.2VZ); (—VZVZ,2).
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22) Fie ecuatia x> — 11x + 23 = 0 cu solutiile x4, x5, x5. Calculati valoarea determinantului

X1 Xz X3
d=[xz X3 Xq].
X3 X1 X3

o Din relatiile lui Viete
X1 + X2 + X3 = 0.

Adunand linia a doua si a treia la prima linie, obtinem

X1 +x, +x3 xX1+x+%x3 X1 +x + X3
d= Xy X3 X1 , adica
X3 X1 X2
0O 0 O
d=|x, x3 x]=0.
X3 X1 X3
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